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De reduetione algebraica inteeralium funetionum aleebraicarıum 
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+9 designamus, ul supra, per y radicem quamlibet aequationis ırreduetibilis 
p(X,Y) Ze En 73, te p 0. 


euius coellicientes p,„ polynomia data ipsius = sunt, per 4, et zn numer 


uoslibet Integros posılivos. per b quanlitatem conslanlem,. per N ,., funelionem 


rationalem ipsius X, per «@ denique quemlibet e numeris I. 2. 3 7 | 


100. / z | dx 
19, ( ) 


nteoralt 


manifesto exhibetur ut apereeatum Imeare inteoralium 


101. 1 de, 102 / En da 
« Y\) (r—b op'(y) 
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11 
eılil 


diversis ipsorum on, db, 4, valoribus respondentium, idque solorum (101.). 
Iipsorum (101.) et (102.). prout N ‚ Inleora el [racta est. Ouaestio autem de 


reduetione alsebraica nobis est de numero minimo inteeralium (101.) et (102.). 


quam minimis numerorum 4, et m valoribus respondentlium, ad quorum aggre- 


oatum lineare. addita funcetione aloebraica. inteeralia (101.) et (102.) cetera 


ad quoslibet ipsorum 7, et n valores perlinentia, omnia revocantur 


J n—a—1 
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re M 
De reduclione integralium (101.) / ‚x dx quaerentes, in aequa 
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tione (27.) supra inventa 
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ponamus funetiones ralionales 2, ipsius x integras esse. Tum eliam ipsae N, 

ipsius z erunt funcliones integrae, atque ostendendum erit, pro gradibus salis altis 
polvnomıorum B.. eorum constanles semper ita determinari posse, ut a — 2? po- 
Ivnomia N,. N... N. .... N.N >.» ::.. N, omnes idenlice evanescant. 
juo tamen conslantes omnes nondum consumlae sint, ila ut eliam reliquis apte 
determinalis, cerlus terminorum numerus ex ipsa functione integra N,., exter- 


# 


mınarı queal 


Cerlis formis specialibus aequationis p (X, y, () exceptis, hac ration: 
ner ınvenielur numerus minımus eorum inteeralium ) 101. Bi; ad ae ce- 


Sk ıttı 


era algebraice redueunlur, quia [unetionibus 3, inleeris posilis ( exceplis ıllıs 
casibus exeipiendis) numerus eoellicientium constantium in funelionibus 3 de- 
erminandarım tanlus erit, quantus pro dato gradu polynomii N,., maximus 
esse polesi. Formae excipiendae aequalionis Y(X,y 0) eae sunl, Pro quibus 
inter co6flicientes conslanles nr —-| polvnomiorum P„ intercedunt tales rela- 
I0ONES. yuarum OPe, el ywuolıes funelionum B aliquae cerlis denominatoribus 
saudent,. numeratores a—?\ funclionum N,, N3. .... N. N.» -... A 
el pars fracla genuina ipsius N... exterminari queanl, aliis conslantibus nu- 
meralorum funelionum 3, per alias apte determinalis; atque hac eliminatione 
[acla. in parte integra funelionis \_.,, nihilominus numerus constantium inde- 
terminalarım maior remaneal, quam is, qui invenitur, si funcliones 3, parte 
Iraela eenuina omnino carent. Unde his casibus e funelione integra N ., gra- 


dus dati maior terminorum numerus exterminari poterit, ubi functiones 3, illis 


denominatoribus dalis gaudent,. quam ubi ab initio integrae ponuntur. (uae 


tamen relationes quales sint. infra elucebit. ubi de reduetione inteoralium 
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B, integris posilis, ex aequalione (27.) ralione commemorala semper invenir 

posse numerum Iinitum valorum 4,. ex ipso «@ el e gradibus polvnomiorum / 

et Ä, pendentem. aut minimum aut easibus illis exceplis eadem via eliam com 
z ] | 


minuendum. eius modi. ul ad ageregalum lineare intepralium / da 
« 4 ) 





quae his valorıbus numeri 4, respondent, funelione algebraica addita, revocen- 
tur celera integralia (101.) eidem « el euilibet e numero inlinito celerorun 


valorum ipsius 4, respondenlia. 


Gradus a — I polvnomiorum BD, quum plane sint indeterminati, nihi 
ımpedit. quominus omnium eundem 5 esse slaluamus; ubi enim conditiones 
quibus ab eorum co6flieienlibus eonstantibus saltisfieri debei. eradımm aequali 
tatem non permiltunt, ipsae nonnullas iubebunt evanescere e numero coöflicien 
tum constantium, quae potestates altıssimas ipsius © allieiunt; unde functiones 
B, gradus assequentur diversos. Continebunt igitur n — I polynomia B 


dus d', (n 1)(b--L) terminos,. quorum co6flicienles eonstanles ad arbitriun 


determinare Jicel,. atque eas in id consumere nobis proposuimus, ut. siqui 
dem numerus 5 salis magnus fuerit, 2—? e n—1 polvnomiis N\,,, identie: 
evanescanl. el ex ipso (n—1) \,., eliam cerlus terminorum numerus ex 
terminetur. OQuia pro omnibus valoribus 1. 2, 3. rn —1 indieis r habemu: 


\ N 3 'B' u . B RK )e terminı polyvnomiorum \ manılesto erun 


funetiones lineares homoseneae cocllieientium eonstantlium rn — 1 funetionum B 
ideoque ipsi 0 aequales positi praebebunt inter has coöfficientes svstemata 
aequationum linearium, quarum nullus terminus non ductus est in unam e quan 
titatibus determinandis. His autem aequationibus constanles determinandae nulla 
exceplione satisfacere debent. neque, ul possınt. poscilur. ut novae intercedan! 
relationes inter constantes daltas polvnomiorum er Pers Pi p Ouoties 
igitur aequalionum illarum, quas termino a quantitatibus inveniendis libero earer: 
videmus, » aut adeo v--0o non sunt nisi inter v e quantitalibus determinandis 
neque coefficientes datae polvnomiorum p,, forte eiusmodi sunt, ut istarum 
aequationum nonnullae. quarum lamen numerus 7 Ö | esse debet. e ceteri: 
sponle proveniant, yv quanlitates. inter quas sunt, omnes evanescere debent, ul 


satisfiat quibuslibet » e v +-© aequalionibus. Patet vero, sysiemata talia » 


aequalionum inter » incognilas Inveniri posse in numero aequalionum ad ter- 
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NIMOS ALSSIMOS polynomıorum X ' exterminandos necessarıarum . siquidem 

polvnomim 1 ei Poıvnomıa h .„ diversis indieum r el ® valoribus reSspon- 

dentia, ulraque gradibus diversis gaudeant; unde ea confırmanlur, quae supra | 

(dnotavimus de gradibus funelionum B, infra 5" deprimendis. | 
Kodem modo sequitur, si vice versa inter aliquas e certo numero 

wanlılalum ındele ınalarıum dalae sınl aequaliones lineares. iermino a uanlı 
Inven ııDero carenles. € quibus hae quantıtales aliae per altas de | 


erminarentur, ac si ex allis causis intelligatur, omnes » quanlilates evanescer« 


debere. ul aequalionibus dalıs salistiat omnibus, numerum earum aequalionumi 
Im jubus celerae sponte prolluant, numerum » quanlılatum ıncognita 
uU daeqglualfec a Ssuperare. el aequaliones dlatas esse ınler omnes 7 (ulall 
ncogmilas,. sive harum » quanlilaltum nullam esse, quin in una saltem ex 
ul a Iınveniaiuf. Nnec Non. 51 Numcerus earum aequabonum data 
(fü CCIE Ssponte prolluant. Ssıl I Ös earumqle d Non nNIisı 4 
nlineant e vr quantitalibus inveniendis. esse debere 7 G. \liter enim ex 
equalion bus dats non omnes wuanlitales inveniendae evanescen!. sed aıquae 
ndeierminalae remanebunl. guod est conlira hvpolhesin. 
I} BIdACaHll>>i> Silke ICYOLO perspicilur. numerum terminorum . yuv> 
li \ conLIımen!. Numerum 7: | db | coellieienlium Coll- 
| 7 | funelionum DB. au! aequare au! Ssuperare, Nnec non wuamiibe 
arın I ‚ 11lorum mınorum ıMNVeEenimrl. unde NON NEeCcesse eril. pi 
cocllieientes ceonstanltes polvnomıorum p lales rela 
ION 'cedere non pPosse. quae numerum terminorum n — | polvnomi rim 
\ minorem quam (an —t)(b--1) reddant. Ex aequalione enim 
u 
d>2.B(p\ Pı) P.-ı ) p ) > 
en \ ’ 7 
4 


sequlur. N | h | conslanles n— I polyvnomiorum B omnes valorem IDSils 
0 sibi poscere,. ubi a — I polynomia \,.,, idenlice evanescunt. Nam alite: 
aeqmationis (27.) pars quidem dextra evanesceret, sed sinisira non evanesceret. 


deoque y esselt radix aequationis ralionalis gradus ’ minoris; quod est contra 


hvpothesin \umerus ıjeılur terminorum n 2 | poivnomiis N. ., contentorum 
erit (n—1)0-+J4 n- I)5-- n— I. nec numerus A ex ipso d pendebit, sed 
e solis eradıbus dalis polynomiorum I, ce K - ıpsum vero N, (; qua 


eonstantibus Ilunelionum D Noll determinatiıs idenlice evanescere N0N potes! 


eerte 5— 1 terminos eontinebit. unde numerus terminorum in ceteris rn 2 po- 
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vaomiie N, Ar un A as N, contentorum numquam mai 


yuanı N 2)d k -1. ideoque l semper salıs maenus Sumi DO 
| | * er 
| merus (44 $; b I) quanlıtlatum delerminandarum superei numerum tern 
| in 2-2 polynomiis N, ., exlerminandis conlenlorum; quo facto lola acı r 
non siımul idenlice evanescei cum his 2 2 polvnomiis X V.. \ 
| \ e \ U enim N 0° eonslantıbu lunelionum f? | nd e} 
| idenlice evanescere posset, el a —I polvnomia 4 et N pol N 
pro omnibus indieis ® valoribus I. 2. 3 n— 1 idenlice evanesceı 
berent, ideoque propler aequaliones 4 ; N fr F 
» —1 polynomiorum N,,, neque Z, neque eius derivala B 
wequalionis (2€.) pars quidem dextra a conslantibus fun« Ih 
neque lamen sınısira. quod eontra hvpolnesin aequalionis LA 
juetibilis urrjele vidimus. Et seneralit«  ınier Colistianle u IVNOoMIOTUN pP I’« 
ales inlercedere Non possunt. quıbus quaelibel ”’ EX omMNnIDUs N 
\ Z(BIL,{+BK 


erminorum BL, BR. quibus conflanlur, non 


em ı 5 valorıbus indieis ® respondentes. siquidem 

eorum Malorem yuanı B; \am si tale: relalıone Udarentur. 
denlice omnibus a —1 polvnomiis A ‚ omnes eonslantes n 
5 non evanescerent; quod absurdum esse vidimus. Quod non min 


sequitur & proprietale determinantis A clarıssimo Jacob: ıı commentäa 
lorma el proprietalibus determinantium” (vid. Diar. Ürell. tom. XXI 
lemonstrata. scilicet: „Determinans conflatum e (Ra —1)’ elementi: 

Bi: (re 1 

a, Ze Sour ; Ä 

Oz re ICE I 


Fr A | I 


ı 


abire ın produetum a duobus Determinantihus 


ZI EEE SE HG N N Ä 


quolies pro indieis 7 valoribus #,.r,. r.. r, evanescantl n 
I, ,o, re RE a | I, 
Designavimus autem per 7, #5. T32.....r,_, el per 9,, © 


valores 1. 2, 3, .... 2 —1 indieum r et v utrosque secundum legem aliquam 
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ordinatos Ubi enim pro iisdem » valoribus omnibus r,. 75. 73. .... r, in- 
dieis r unum tantum e v elementis I,» Ir,r,» dr,es .... Ir,r, ipsi O aequale 
sit. Determinans F+ I,» I, Tr ,e......4r,,., ideoque etiam ipsum 
E+1l u I, ,.r,, evanescunt. quod est contra hypolhesin. 
quia aequalionem g (X, ) (0) radieibus diversis gaudere, sive, quod idem 
valere vidimus. Determinans I +1... I.» Ir.» .:.. I. ‚,»,., Identice non 


vyanescere supposuimus. Unde sequitur inter a—1 polynomia N\,., numquam 
inveniri v. quae lantum e numero functionum B, minori quam » pendent. 

Si igitur per \,., quodlibet e n | polynomiis N. ,, desienatur, de- 
monstravimus. eonstantes r —1 functionum B semper ita determinari posse. 
ın 2? polynomıa , Se. ik. Tan U quidem identic« 
evanescanl. neque tamen N\,.,. nisi quidem 5 infra limitem certum A, e gra- 
dibus polvnomiorum / ec K pendentem. deerescat. Coeffieientibus con- 
stantibus I! funelionum DB. hac raltione determinatis aequalio ( 27.) abi! 


11] hanc 
103 
da 


Sı 5 limitem illum 4 acqual. co6llicıentes constantes n—1 funcetionum 


B. omnes delterminatae sunl praeier unam, per quam tola aequalio (103.) di- 


viditur: sin vero db limitem A m unitatibus superat, sive ii d=A--m, in 
aequatione ( I05.) m | constantes funetionum DB. etiam indeterminatae inerunt. 
Gradus autem polvnomii N\,., generaliter totidem unitatibus cresecit alque ipse 6; 
(cılur desienalur per) oradus. yuo N pro b A oaudel, posiquam 
nstantes polvnomiorum 3, ita determinata sunt, ut aequatio (27.) in ipsam 
(103.) abeat. generaliter pro 5 A--m gradus ipsius N,., in v,—- m abibit: 
unde u -- 1 constantes. quae posito 6 A--m in aequatione ( 103.) adhu« 


indeterminatae inveniunlur, praeter unam, per quam tolam aequationem dividere 


lıcet. eeneraliler ın id consumi possunt, ut € polynomio N, m termini ın 


r h EA } = R a 0 
dueti exterminentur, Sit leitur a aut O aut numerus quilibet inteeer posilivus. 


aequatio (103 ). ralione modo exposila. praebebil sequentem 


Tr FT Ehe ar tr 


> 3 m _— | 


r ı) Er 
reduelionem alsebraleam  ıinteeralis / z dx continenlem: sıquidem 
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Int 


M..., designat polynomium ipsius = gradus (v,— 1)" coöffieientibus da! 


I>. 


ua 
aeque ac coöllieientes a — I polynomiorum B, e numero m et e gradibu: 
eo@ffieientibus datis polynomiorum p,' pendent. 

Casibus specialibus fieri poterit, ul pro valoribus satis magnis numeri » 
ad dextram partlem aequalionis (104.) etiam adiiciendum sit avorevatum lin 
A ynma-ı 


numeri finiti inteeralium formae / - dx in quibus exponentes 4 sun 


« p\y) 





numeri integri posilivi minores quam ı m; quos lamen casus hoc loco nı 


ulterius prosequimur, sed tantum adnotamus, eos locum habere. quoties pol 


nomia p,„ Ita comparala sint, ut pro certis numeri ar valoribus terminus altı 
simus polynomi X,., in 2”«*” duetus in aequalione (103.) sponte evanesca 
pe aequalionum ad cetera 2a— ” polynomia N,,, exterminanda necessariarın 


Patet autem his casibus gradum polynomii M,,, in aequatione (104.) 
stanlibus indeterminalis aequationis (103.) aple consumlis, tot unitalibu 
niri posse, quot dentur valores numeri zu nalurae assignalae. ita 


aequatio (103.) abeat in hanc 


105. / E- dx 
4 } 


Rk l + Yi 1 2 . \ 
/ Y de: 238 (m y PıY p » |) 
aa 

ubi A_., = Pr" + P,2r re, A A, / / | 
meri integri posılivi. > Pas Pa» »-.. 9. autem constantes dat: 
primae 1» Pas +++.» 2; Ipsi O aequales ponendae sunt, si / c—-m 
et ubi designelur per MH, polynomium datum ipsius = gradus | 
Der 22 vero numerus quilibet integer posilivus. zero non exceplo. pi 
v,m— ce nullum e numeris datis A,, A,» #3, .... 4, aequat. 

Cuius rei exemplum dedit clarissimus Aüöchelot in praeleclionibus 
bus nos adfuimus, de integralibus hyperelliptieis in universitate Regiomontan 


f 
! 


(anno 1540) habitis. Adnotavit enim, si quis inteoralia / 


« ( 
li 


w(x) desienet polynomium ipsius x gradus (2m), alia ad alia alzebraicı 


ducere velit, invenlurum esse aequaliones 


0 ve f, (‚r) 
, han „\12 yv(w(r)) 
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„tuidem desıgnanluf pel (2). f, LI) M, \ polynomia data Ipsius L, EX 


1 
ordine oradıbus @'. m’. (Im 2)". (Qm— 53)" eaudentia. per a aut 0 au! 
numerus quilibet integer positivus, exceplo a=m, per denique constans. 
juae ıpsı 0 aequalıs ponenda est. quolies a nm. 
12. 
* | “ u a j ) u 
Lt exhibealur reductio aleebraica integralium — dz u 
. 2-97" 0'13 
ll ) 
’ — 
d 2, Bil} J Brust 3 ».) 2,2 w, 
- n | 
34 
da ge} 
nelluum €> 
{ (Ü' (' ( rr 
Io) RB | ' 
} /) W b): x —bj3 (.r Dr 
ınde D, consideralur ut ea pars, quae. [uncelione fracta ipsius x in [racliones 
ces discerpla. e faclore (x b)”=' denominaloris orieinem dueit Polv- 
mia J ei A ipsius z evolvamus secundum potestates ipsius 2 —b, erit 


107 \ E(Bıl BK 


l 


7 I) L | I) . u. 
N /) ? I)? N h)3 x —b\' 


SIUIIEN 7 desienal polvnomıum IpsıuS re, el D 0. D . D A ) 


juanlitates constantes sunt. quae e constantibus C/, , pendent aequationibus 


1” ELLE»... 
ID +2), 2... > I!K b m—1) I; b)\C er 
I 


l 
? r k—1 n—1 h 
ıD n-k)E I (dd u > Is K6-) (DD) —(m—n-+s) IH (DNC 
s IIs ’ \ \ j 
| 
' ) —| | l 
ıD > — 2.18 b) — 1) (D)\ ( h: >2,K6-(d)C 
4 | | Il(s I 1 
ıbı desienat //s produeltum 1.72.9....8, el posito ul supra [ a ni [ ij /b 
i i u | . B% N drs’ } 


designat valorem, in quem f“' abit, si & loco ipsius z ponitur. Forma duplex 
tequalionis ultimae prodit ex aequatione 19) = Kl7'-- KC7' 


Numerus conslantium C,,, indeterminatarum est (a —I1)(n—1): quae 


joitur. quia per unam tolam aequalionem (27.) dividere licet, in id consumi 
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possunt ul satishat m I)(n —1,— 1 aequationibus linearibus. seilicel n 
sequentibus: 

Ce ee BE Se ı OR ı 06; Rn 4 0) 
109. (et (m -2)(n—1) aliis, quae ex his m—?: 


De 0, ur. 5; Er Di 2 0) proveniunt. 
Ioco indieis # ponendo alios post alios valores I, 2. 3. ....n- | 
MH Yır Par Pics P, uni quoslibet v ex n—| valorıbus ın 
dieis r, demonstravimus. funelionum #7 his » valoribus indieis 7 respon 
dentium non nisı tantum numerum idenlice evanescere posse,. ul e numero 


’ 


7 In 2).... In —v) i 
determinantium U +41. „I. „I. ....d . quae 


I RE Pe 
iisdem valoribus 7,, 75, .... 7, indieis 7 et quibuslibet v,. ®,. ®,. oh 
indieis v» respondeant, unam saltem identice non evanescat. Unde paltet con 
siantem b semper ila eligi posse, ut aequalionum (109.) aliae ex aliis sponle 
non proveniant, neque ulla 2 —1 quantitatum D, ,. econstantibus € non 
determinalis idenlice evanescal. el, aequationibus ( 109.) resolutis. neque D 
neque omnes R—1 eXxpressiones D., identice ıpsı 0 aequales hanl 

Si constans d hoc modo eligitur, (m — I) n— 1) — I rationibus nm — IV n— | 
constantium C, , ex (mn I) n—N)—JI aequationibus ( 109.) determinatis. aequa 


io (27.) abit in hane: 
l 


Feige, 3,D, 5, My 
110. D,., ds —I_- 
I (a - by” p'(y) (r b)” y\) e pi 


m-—] | ( 
. “ S ! | j | 3 \ 
ler tray +... 4p1y+2p) 
Posito, ut supra. 
L - >: B; AM Ei: ie... RER _ Pr ip‘ Yı) f Ya, : ° f Y 
si sienilicatur per L(b) valor. in quem L pro 2b abil. exhibentur ex 


aequalionibus 


(109.1.) D,„=0, D.„=0, D,.=0,.....D 0.8... ). 


a1. m 
DD. ,_—o0 
ralıones 
EA A ee 7, 
ei 
/ Gr m —1 
D RE I. (b) jr 

@; | h 

siquidem designatur per v®, quilibet e a— 1 valoribus 1. 2. 3. n—I| in- 


dieis », el quanlilates A,, coöfficientes sunt aequalionum 
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lıc, Im, l.ın, -—- A,m. iz, 


+ 0 
lic A,ın, A,ım I. m | A .,8,_1; 
| 


lc I,m, I- m A. m. 


er 


In | re 


De 

x 

a 
Ey 
_ 
> 
ey 
ey 


11a versas es aequn Ionum 
IN 1 C f € I ‚€ .. / MET 
In v ( R e : h »; Bi, ei 
7 l C, f l ! 3c 6: j ı.;c 
m,_, N ! € / C | TR 
ıpra demonstravimus 
Deinde ex n aeamalionibus 
109,2.) D . D, 0. D 02.2... D | O 
ıveniunlur valores 3 constantium Ü rn— 1 valoribus 1.2.3. ....n 
nd espondenlium. alque erunt earum denominalor communis L/b). nume- 
IKOTeS Vero mnes in eandem consltanlem : dueli. 
Ouibus valorıbus in 2 | aeqmaliones 
109.3.) P BD... ‚D., 1 n 7 
»stilutis. eruunlur valores R | con lanlium ( ö deı ommnatore COMMUNI 
a 
I, f} NUMEerAlO! ııy1 ss Adatlttem I «4 ndem CoNSs! nie! | duelis ealdenies 
wir { ) wir e5 { aeqaıla tonibus 
09.) I „D i) 56 D._, f 0 


n a ’ fd‘ f ' al 
N!OTe> ji vVli> i il { j “ P . 7 . oe { N 2 a Br valOo-— 


ıl) Ss constantum € eu ' € . { substiiiulis, In eartım 
denomil ‚I ill | tumeraiorfes autlem ommes ın aandem CONn- 

f 
staniem - run! 

i 

Denique 2 aequaliones 

N — N 
109. ın ) ) 0), D 0. D ? D G 
I . y» 6 “yypıı \ n t r» > } - I 

vaiores praebent A i constantıium & quarum deNnNomınatlor communıs eodem 


I I f auarum numeralores omnes eodem Taclorı = j oeaudent. 


modo I 
J 


L%6N n—i)in -i) constanles Ü, . omnes 


1 
i i 


fiunt funeliones inlegrae ipsius (db), earumque n — 1 constantes Ü, , per L(b 
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non divisibiles: unde eliam Ipsum l:‘b) dextram aequalionis (110.) partem 


non melielur. in parte aultem sinisltra erit I, Ib 


Ouibus eollectis aequatio ( 110.) docet. inteerale f 
k | / 


Iunelione aloebraica TILILE A eeneräli er’ TeVocarl ad 1NteoTale / 


ın quo n— | quanlilales D,, sunt conslantes dalae. et ad aliud inte: 


2, M ) ui 
/ | dx, in quo M,., est polynomium datum ipsius «rw, de euius 
. Yy\ı | 
intepralis reduelione algebraica supra eeimus.  Quolies aulem 5, ralix es 
aequalionis ZU Pr IN) POJ)PpO ir dh 0 eius modi. ut d-—-b 


sinisiram parlem aequalionis (110) non meltalur, posilo db, loco ipsius bi 


aequalione (110) el D „ et quanlılales ( omnes pracler 2% I quanlıläles 
U evanescunt propler factorem L(b,) 0; ipsarum aulem C, , raliones ex 
wubenlur e quibuslibel 7 > e numero 2 | aequalionum 

D, 0. D 0:3 Di 
(nam propter L b, )en—?2 earum 'N » sponte prolluit ) per lormulas 
EN SAT SEE Te > SER mE. a Re. ei b.). 
siquidem s designat quemlibet e a— I numeris 1, 2.9, ....n—1; ila u 


2,D, } 
dx, in quo 


acauabione (110.). ubi d, loco ıpsius 6 ponilur, / 
2 FR E b, ff 


D sunl quantıtales conslantes e eoefhelentibus el € oradıbus polynomiorum 


y* » “ y I . . . . ’ ' 
», pendentes. addıla funelione alveeDrarca simplieiler revoceluf al 1NieoTäalkk 
# 


n l 
’ 24 we. 
2, MM, ı ) 


Pi 


/ dx, in quo M,,, desienanlt polvnomia ipsius = e polvno- 


‘ 


g'(y) 
miis dalis 9, pendentia. 


. 


\ - . N x+3 Eier. 
Supra reduelionem aloebraicam inteoralis / 
« gr ) 


(27.) exhibuimus, funetionibus 3, integris positis et eorum coöffieientibus apl 


dc ex aequalıone 


determinalis. Sed adnotavimus. hac ralione numerum minimum inteoraliun 
nd ya ph ya | 

/ dx ad quae datum quodlibet dx alvebraice revocari 

p\y) . p’(Y .. 

queat, non semper invenlum iri, sed casus exslare. quibus. elsi Functio- 

num B. nonnullae denominatoribus dalis eaudeant. numeratoribus 2 —  funectio- 

er A A A ei A parte Iracta genuina ipsius 


,)% 


Pu 
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N,:, ope constanlium indeterminalarum numeralorum funetionum B. exter- 
minatis, in parte inleera funetionis N,,, numerus conslantium indetermina- 


tarım malor adhuc remaneal, quam is qui in funclione N, nn -- 2 functio- 





l 

nibus A celeris exterminatis. invenlalur. sı funeliones B. ab initio inteerae 
ponanlur Ita ut. ubi funetionibus B. forma illa fraela tribuitur. ex aequa- 

y= ER ’ j ’ ne 
tione ( 27.) pervenialur ad minorem numerum inteeralium / de. 

i op'(7 

2 'r/ vr — | dr j : 

ad quae quodlibet datum Kerr alveebraice reduei polesi. quam inve- 
(f ) 
« / 


nitur. ubi funetiones 3, ab initio integrae ponunlur. Ut autem funclio ratio- 
nalis [racla ipsius x, denominalore dato fimito. idenlice evanescal. e! pars in- 
tegra et numerator parlis fraclae genuinae singuli evanescere debent, atque ul 
[unetionis fraclae genuinae numerator idenlice evanescal, numeratores fraclio- 
num simplieium. in quas discerpitur, singuli evanescere debent. Unde casus. 
de quibus sermo est. ii erunt, quibus, posito 


I; Be Bi 
B ug 25 a 


E—B (x — 5)? z—by"i? 
pro certis ipsorum 2 et d valoribus constantes C, , ita determinari poseunl. 
ut in aequaltione (27.) partes fractae genuinae n—1 funclionum N, , identice 
evanescanl; alque ubi complures dantur valores numeri »n el constanlis 5, qui 
hac proprielate gaudeant, aequalionibus omnibus, quae pro his valoribus ipso- 
rum an et b ex aequalione (27.) proveniunt, addilis ad aequalionem. in quam 


ipsa (27.) pro forma inlegra funetionum DB. abit. prodit formula. e qua nu- 


- 


h h KR Set 
merus minimus quaesilus inlegralium forma / F d.c ralione supra ex- 
e 4 ıY) 


posita invenilur 


Casus aulem, pro quibus in aequalione (27.) functiones N,., omnes. 
Yosılo ul supra | 
B O1 LE UE ugs 
} h z h)? A h’ 0 e h)' 


mieoras reddere licet, non nisi pro talibus eonstantis 5 et numeri m valorıbus 
locum habere possunt,. pro quibus ulraque pars aequalionis (110.) evanescat. 
Ubi enim, posiquam in aequalionem (27.) substituli sunt valores conslanlium C,, 
quales ex aeqnalionibus (109.) inveniuninr pro quibuslibel ipsorum au el b va- 
loribus. utraque pars aequationis (110.), in quam haec substitulione facla,aequatio 
(27.) abil. pro certis ipsorum ın et 5 valoribus, quos supra exeludimus. eva- 


nescit, palel, hos valores tales esse, pro quibus constantes Ü,,, ex aequationi- 


ms ( 109.) valorem sibi poscant indeterminatum 9, ideoque aequalionum (109. ) 
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aut aliquae idenlice evanescant, aut aliae ex aliis sponte prodeant. Aequalione 


joitur (27.) ope earum aequationum (109.). quae e ceteris non pendent. 
lormam aequationis (110.) redacta, numerus certus constantum €, . indeter- 


minalae remanent, el casus, de quibus sermo est, ii erunt, pro quibus hie nu- 
merus superat numerum earum quanlitatum D, „.D,ı.- D,.D,,.....D 
quae, posiquam omnibus aequationibus (109.) satisfactum est. in aequatione ( 110.) 
adhue inveniuntur. 

Horum casuum unum exemplum attulisse satis erit. Quem in finem easıum 
simplicem eligimus, quo constantes polynomiorum p, ita sunt comparatae. ul. 


siquidem numerus a valorem certum on, haud superat, posito = db, m quan- 


Iıtales D. m. Mi; r M.; ie D, 4 D ‚, Identice evanescanl. Ouod 

ut bieri possit, ex aequalionibus (10S.) sibi poscere vides conditiones 
ia), Eee, we. Te93 )—). 
a EI Fe We © DER, ..., err 0 

el Km?) (b,) — ] Ai (8): u Kim?) (d,) 0). sıve pro omnibus indieis r 

valoribus 1. 2. 3. ....n— 1 eaudere debere /,, et A, factore (x — bh," —! 


K,, autem factore (a@— b,)”""”. Positis igitur m = m,.b=—b,, fiunt propten 


I I. pro an—? valoribus 1, 2, 3,....e@—1, a1, @--2,....n—I 
indieis ©, ex aequalionibus (109. 1.) EC, „_ı 0. ex aequationibus (109, 2.) 
Bi O2 22... EX aequationibus (109. A.) EC. O, ..... denique ex 
aequationibus (109, 2, —1) Ü, ; 0: ideoque 

Ds ==, D.=- a ER 
Ut praeter D ,, eliam reliquae 2a — ? quantitates D,, evanescant. aut A‘ b. 
ideoque propter KA,” (b,)—-0 etiam 1” (b, Km (b) Kv h a 
esse, sive I, , I, „ factore (@-—-b,)"' ac simul A, ,et A, , factore (er —b 
oaudere debent, aut poni debet Ü, „_; 0. Ponamus illud loeum habere. 
seilicet (@—b5,)”' esse altissimam potestatem ipsius = --d,. quae polvnomia 
I I... #2 —b,,”'" aulem allissimam, quae simul polvnomia A ei K 


X, 7? 


ınetialur.  Videmus enim alterum casum, quo €, „_., ipsi O aequalis poni debet. 
ul praeler D,, eliam ceterae n — ? quantilates D,, evanescanl. quia polv- 
nomia J,, non nisi per potestatem (= — b,)”"'"" polvnomia A,, non nisi peı 


x — b,)”"'—* divisibilia sunt, ex altero casu provenire posilo m, — I loco ipsius zu, 


Ouibus collecetis aequatio (110.) abit in hane 


not 

gr rl | 

= M,+ı3 f : Ze e a C 
111. J-- dx (». pı) Rare Dr RER „P lrae ; 


p'(Y) 
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mn qua m quantılates C sunt conslanlies indeterminalae et 
H 1.2 —: Bl Ben 
R! D, ' A b, 
ipsius © est lunclio inlegra. Ponamus praeler 5, ei »n, exslare etiam k—| 
paria valorum d, el my. b, el m;. .... db, elm. pro quibus aequaltio (111.) 
ineum habeat. erit. si desionamus per #00)  OERERENE DE: AUKHUEE  SORIGHEREE: UM 
[unelion ralionales inlegras ipsius 7, per DB, aulem fraclam denominatore 
r—b et eu ce | eaudentem. in aequatione 


Ü 


P u P 


‘ 
=j 
lv 
Mn —-— 
ni; 
Fan 
an 
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we 
u, 
un 
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ns 
ee 
2 
m 
en 


rt 


\1 V: Ioribus 1’ ut | indıieis ji 


\ E_(BL.-BK 








l \ 
ınetio raltionalis integra ıpsius = et numerum conlinebit constanlium indeler- | 
minatarum 22 M,—t....+-m k unitalibus maiorem, quam is. qui Funelione 
B, integra posila in ea invenilur. Ubi aequatio (111.) etiam posilo «, loco 
ipsius « pro cerlis Ipsorum an, el b, valoribus locum habel. numerus constan- 
tum indelerminalarum pro iisdem gradibus polynomiorum N... in his polyno- 
miis eonlentarum eltiam aueelur. si funetioni B, tribuitur denominator. qu a 
factoribus simplieibus composilus est illis ipsorum ar, et Öd, valoribus. qui ad 
ndiecem «, verlinent. respondentibus. | 

13. 

Pro aequatione binomia p(r, ) BY Pu 0, quae posilis >, 0. 
y ), p ) ex aequalione generali #2 gradus provenit, a—1 funclio- 

T et n—1 funelionum K&,, eidem valori indieis # respondentium omnes 

praeler J et A, „_, evanescunt, unde pro omnibus valoribus 1, 2,3..... n—I 
indieis # est N, .,—=B,_Ä..n. B,_AR,,_;., ideoque funetiones 3, omnes 
nraeter B,_, idenlice evanescere debent, ut na — ? polynomia N,. N;. .... N,. | 
V\ .. N..3» :::. N, ex aequalione (27.) exterminenlur. Sunt aulem | 


l ‚Ri Pop “ iu n in Ü) PoPn > “P,„P: 9 
unde. qua g’(y np,,y". aequalio (27.) abit in hane: 
d’B,_.pıY np,Pp.B,._ „+ In — e) pP. + ep, pi B,_ 
d.x NnP,Yv“ 


e » ' 
sive substiluto /(- ) in hane: 


| | 
f | 
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12 d!B, „v(—p!pi)} np,p, BD, 'n—e)p,p, +-ep.p\,\B 


dx 
ny(—p"""p 


Qua per faclorem communem polvnomiorum pP, el p, tolam aequalionen 


I 


PuyY P. 0 dividere licet. ponamus ea factore communi non gauder 
alque esse 
p 2 —a)' (2 —a ee 0 


P. 2 — I "(25)"... a —5)r RB 


siquidem per Q,. @, desienamus polvnomia ipsius © facloribus aequalibus non 


oaudentlia. Sin! porro 


F N ii)... (ii), P r—a, z—a v—d 
l } | 
F' T- b, tb BEE, , -b L p y h, T- /; 7} : y }) 
ideoque p F,P, 0, pP. F,P,0,, abit aequalio (112.). 
B It ft U l 7 li ] {X / 
D ’ : M ; i 
— (1 P p y t, n 7 ’ 
7 MH ante, } (KIN rt (F’H 
1 b, N h. 
ın hane 
2) 4 d 
1 ——_ Y(—pr=a pe), „FE F,0,0,B-F,F.0,0,. \n-a) Zta 2 4M, +M,\B 
E tp pP } P ’ I) A 0 ..X% > otnYox f i d ( N ii > 





MH / 
ubi 3 designat funetionem rationalem ipsius «v; alque eril numeralor pat 
dextrae aequalionis (119.) manilesto una cum D eora ıı ca. 4 


F,F,@,@, factoribus aequalibus non amplius gaudel. Sit BD 
dus b", sintque Yo Un oradus polvnomiorum u . 0 .„ erii numeralo!ı parlis 
dextrae aequationis (119.) funetio integra ipsiusw gradus (u vr qq, rd A 


el tanlum conlinebit numerum eonstantium adhue delterminandarum 


i i u‘ \ 
dato oradu huius funetionis maximus esse polest. Coöfheientes ieilur b-- I con- 
.. > ’ 
slantes polynomii 3, una excepla. per quam lol qualı 11» idi 


per resolulionem 5 aequalionum linearium eeneraliter ıla delerminari possun 


ul aequalio (113.) abeal in 


Br. nA Ir r R.dr B 
| ] 1. 4 N ) r) 
ı/ a. | / Pr. pP | / N 
« } »P > a l } 


pP } P ı) 
ubi designantur per 3, polynomium datum ipsius x gradus (u vr 9,79 4 
per A quantilas conslans, alque eril ur. g q,„— | numerus minimus 
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’ + da e . a \ 

interralium formae [- ‚„ ad quae celera integralia eiusdem formae. 
} P ia p° ) 

quae aliis exponenlis 7 valorıbus respondent. algebraice revocantur 


Fit autem 


4 Inb--(n—o)g, +eg+(ur-r)n—(n—o)(k,+k,+....—k,) 
— am mM... M,) DO, 


nb- K 90,0, r 


i 


siquidem termini altissimi polynomiorum B, Q,. Q, ex ordine designanlur per 


% u ® 


720, 0,70, Q,x%'"; unde elucet, quoties numeri &, 9,» 4n. Ri. Ay. h;,....k 


Mi» Min 2... M,. U. v, ila sint comparali. ul 
Ih n—0.)q 2, (u vym—ı N — , (k, -k,- k,- on... k, 
am M.-—- ....--M,) 
ial negalivus et per n divisibilis. inter valores ipsius d, qui sunt omnes nu- 
meri inlegri positivi, nullitate non excepla, inveniri unum 6: . pro quo 
N 
4A 0). Sit ieilur Ä — na, sit pro b=a A V. alque aequatio (114. ) 


ıbit in hanc 
i y "da ‚ S.dır N B, j an 
115 pP P, } pP pP ) 
. AG: er A Ei u : 
siquidem significamus per I, el DB, polynomia data ipsius z ex ordine sradi- 
bus (ur 09-4, —9) el a gaudenlia; et ope aequalionis (115.) ex 
ipsa (1414.) prodit. quamdiu 5 <a, 
rt Fintd-I ge >» Tu nB,—nB’ u 
— = - p p l P P, 
/ VE y [4 
° } p — "5 L } u 4 


ubi 7. B,. B sunt polynomia data ipsius x, cuius gradus ex ordine sunt 


Ur gg, — 53)", a", 6, quamdiu aulem 5 7>a, ex aequalione (113.) 
i—-vV+-( tg b— 
f" In 'da 
\ du u I 
x ae a E > wu 'nB,—n bh Ya pe 
( - n | 1 pp, IP Pu); 
: a ‘ N Üf a 0 
u ie ‚We 27 uyımPp, Pr) 


ubi Ü designat constantem, et U,. B,, B polynomia data ipsius x ex ordine 


oradibus (u--v-+ 9,9, — 3)", a”, 6” gaudentia. In termino enim numerato- 


a 


vis dextrae partis aequationis (113.) in 2° "7*9n*@77 ducto propter na- K=-0 


won invenielur constans, quae in polynomio 2 in potestatem x“ ducta est. sed 
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tanlum continebil eas db — «a quanlitates. quae in polvnomio 3 cocllieientes 
sunt b—a polestatum a’, a, 2’, .... 2°‘ MHarum aulem coöffieien- 
tium raliones eo determinanlur ul 5 — a—1 termini inter altissimum in polesta- 
tem rt tntnt er (b— a--1)"" in poteslatem 2" - duelum inler- 
medii e numeralore dextrae parlis aequalionis (113.) eliminenlur, unde lerminus 


‘b)=a--1)"" non nisi una eum termino altissimo exterminari poterit. Ut aulem nume 


rus A factore r gaudeat, ipse n numerum & (HR HK. RN... m 
melialur necesse est. unde, quum fat e<{n, numerus Äh RA, .... Äk 
1, Mm — m, —....—m,, qui est dilferenlia graduum polynomiorum p, el p 
per n divisibilis esse, ideoqne gradus expressionis —p/)"pX, quae sub sieno 


ı in denominatore inlegralis invenitur, faclore rn gaudere debet, ul casus spe- 


cialis. quem consideramus, locum habere possil. Quem eliam casum numquanı 


exslare posse patet. si. pro quolibet k e uw numeris A,. Ay, .... A, el Dr. 
quolibet »m et v numeris m. m, M;, ....m,, Mal n—(n—a)k 0. 
n—cm—-0. Tum enim numerus A semper posilivus eril. (Quolies vero 
Hi - 
n— (n— o)k,<0O. y(p}“pi) abit in (ae—a)yR, ubi R est polynomium 
. a. .1* ° . > ‚ » A ddl er u 
per z— a, divisibilis. et ubi 2 — «a, ipsum AR melitur. —— addita 
re En A, } R 
| a Mdx 
funelione algebraica semper revocatur ad simplieius. - . inqu M es! 
2) 
‘ ya 


[unetio integra ipsius . 
Posito enim in aequatione (113.) 
Un l G, ) Ü 
B= — - | Br 
2 


(x r bm—1 (2 — byr=2 
et polynomiis ipsius x, quae in dextra parte aequationis (113.) in funcliones 


B’ et B ducta sunt, secundum potestates ipsius © —b evolutis, constanlibusque 


na 


E nasser. OÖ), ©, ita determinatis, ul m —? termini in (e—b 


z—b)", .... (@e—b)""" ducli e parte dextra aequationis (113.) extermi- 
nentur, prodit 


> r dr ; dr ı Mdr 
| l b. D,. TEEN nee _— — Bf s fi u 0 r 
« } (a—b)" } ji —p)° P% ) x l ıyrm ps p“ yi n u 


u p° ' 


ubi significant D,. D, constantes datas, M polynomium datum ipsius =, @ de- 


n 





* L . . . In y P 
nique funelionem rationalem datam ipsorum x et _Pr\. Erit autem D 
q ” a 
’o 


valor. in quem nF, F,Q,0, pro 2b abil; unde, quum F,F\,Q,O, pro- 
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ductum sit a factoribus linearibus diversis polynomii p’”"*p%, patet constanten 
D, evanescere,. quoties ce — b ipsum p,p, metialur,. ideoque his casibus 


. dx a ar dx 
f | .„ [et non minus —— „ algebraice re- 
{ & p“ | (x PORN: D\ Ad el ) 


(r —b) y — pP” 


« 


’ Mdır ; ni 
duci ad [- —— , in quo M polynomium ipsius x est. 
J vi— p” 


\dnotandum est, ex aequalione (113.) etiam exhiberi reductio alge- 


usa » ar dzx + dx 
braica integralis —_- - -— .  quod aequaltionı 
ZT A nd 7 v(— (pi P2)") 


(0) 


3" +-p) pP. = VD respondet, quae e data 9,y”--p. = 0 provenit per p, 
* ı* . » N „® r . “ f} B . MR. RB 
multiplieatione lacla et posılo P,Y =. Ubi enim ponilur loco IDSIUS 43, 
. "> Üe 


pars dexira aequalionis (113.) formam induit 
_GB’+HB GB’+ HB 
pe-ly(— pr=® p“) v(—ı re 


“0 u 


in qua @ et H sunt functiones ralionales inlegrae ipsius &. Sed vidimus 


F ar dx F x* dx 
a—l z _ nN—l y% ) {prn—1 \@ 
P, re: Seit”) 


“ 
n 


| ' Mdx 
algebraice reduei posse ad integrale f, — ‚in quo M est polynomium 
vi—-P, Pr) 


IDSIUS N 
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2. 


Allgemeine Untersuchungen über die Formen dritten 
Grades mit drei Variabeln, welehe der Kreistheilung 
ihre Einstehung verdanken. 


(Von Herm Stud. Gofth. Eisenstein zu Berlin.) 


( Schluls des Aufsatzes No. 24. im vierten Flefte 2Sten Bandes 


Von der Classification der associirten Formen 
$. 10. 


I. Wi. schon bemerkt, besteht das Princip der Classification der asso- 
eiirten Formen darin, je zwei Formen in dieselbe oder in verschiedene Classen 
aufzunehmen. je nachdem dieselben aequivalent sind. oder nicht. Wir wollen 
zuerst durch eine rein arilhmetische Betrachtung nachweisen, dafs die Anzahl 
dieser Classen immer endlich ist; später, bei der Aufsuchung des allgemeinen 
Gesetzes, welches zwischen der Primzahl » und der Anzahl der Classen stalt- 
findet. wird die Wahrheit dieses wichtigen Satzes durch einen analytischen 
Beweis aufs neue bekräftigt werden. Es lassen sich jedoch, der notlhwendigen 
Kürze wegen. hier nur die Grundzüge des Beweises geben und es mufs die 
weitere Ausführung dem Leser überlassen bleiben. 

1. „Die kleinste positive Zahl, welche durch eine gegebene asso- 
eärte Forın darstellbar st, ist immer — Sp.” 

Es sei @ eine gegebene associirte Form und « die kleinste durch sie 
darstellbare positive Zahl, also auch —a die kleinste durch sie darstellbare 
negative Zahl. Da die Darstellung nothwendig eine eigentliche sein wird, so 
kann man nach $. 6. unendlich viele der @ aequivalenten Formen mit dem 
ersten Coeöffiecienten @ finden, für welche 6, ec, d in den Formeln 

b—b,y+b,yv-- ma c=0,y-+oy, d=dy-+d,w 
enthalten sind. wo m und n alle möglichen ganzen Zahlen, x und w alle gan- 
zen Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler vorstellen. Da 2N\e-; do), nach 


y und ı geordnet, einer quadratischen Form mit den Variabeln y und 


A 
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ınd reellen ganzen Coöflicienten gleich wird. deren Determinante offenbar 


306, — c,d,) = — 3a ist, so kann man (nach Disq. arithm. art. 171.) 
über y und w so disponiren, dafs N(e--do), also auch N(e--do?), <a 
wird. (Unter dem Zeichen <Z ist hier immer die Gleichheit mitverstanden. ) 
"erner kann man über »r so disponiren, dafs N(d)<4N(a) wird. Es sei 


der Kürze halber e--do==e, e--de’=f. Wir können demnach eine der 
@ aequivalente Form finden, in welcher N) <4a, Ne)—=N(f)<a ist. 
Da a die kleinste durch diese Form darstellbare Zahl ist, so wird der Coefhi- 


ecient von v’ in derselben. der ebenfalls durch diese Form darstellbar ist. 


absolut genommen, nolhwendig >>« sein, so dafs 
N (a) ZN b--en--f9)N(b-+eon+fe9)N(b--eo’n-/fo9). 
also um so mehr. nach einem bekannten Satze und wegen N \7)—= N 9)=p: 


Na’) <{N(b)--2pN(e)}, 
Na) <N(b)-+2pN(e) 
sein wird. Hieraus folgt, wegen N(b) <4a’ und Ne)<a: 
a ya -Rrpa, a<—4a- 2p, ga<—2p, a<5p; was zu beweisen war. 
2. Da demnach jede associirle Form wenigstens eine posilive Zahl 
darsteilt, die ;> ist. so kann man jede associirte Form in eine aequivalente 
redueirte Form ($. 6.) verwandeln, deren erster Coefficient <$p ist. Bilde! 
man demnach alle redueirlen Formen, deren erster Coöfficient <$p ist, so 
wird die Anzahl derselben gröfser sein als die Anzahl der Classen,. wenn sich 
unter ihnen aequivalente befinden. Aber aus der Definilion der redueirten Formen 
($. 6. (9.)) folgt. dals die Anzahl derselben endlich ist: folglich ist um so 
mehr die Anzahl der Classen endlich, und es ist zugleich eine Methode 
vegeben. um ein vollständiges System nicht aequivalenter Formen zu construi- 
ven. Wäre es gestattet, länger bei dem eben gefundenen, höchst wichtigen 
Resultate zu verweilen. so würden sich auf dasselbe neue und elesante Lö- 
sungen der Probleme des $. 4. und $. 9. gründen lassen; wir behalten es 
übrioens vor. auf diesen Gegenstand zurückzukommen. Wie schon bemerkt. 
wird sich weiter unten ein analylischer Beweis des Satzes ergeben; es ist 
daher vorläufig das bisher Entwickelte zu ignoriren. 
ll. Es sei 
0 By, PP 
ein Svstem von nicht aequivalenten associirten Formen, welche also die Eigen- 


schaft haben. dafs jede associirte Form einer und nur einer von ihnen aequi- 


valent ist. Man suche alle ganzen Zahlen auf, welche durch die Formen (1.) 
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dargestellt werden können und bestiimme für jede von ihnen die Anzahl der 
eigentlichen Darstellungen, deren dieselbe durch die Gesammtheit der Formen (1.) 
fähig ist. Damit eine ganze positive Zahl M, welche zu 2(ppı — pp;) relativ: 
Primzahl vorausgeselzt wird, durch eine der Formen (1.) darstellbar sei. is 
nöthig, dafs eine reducirte Form mit dem ersten Coöflicienten M exislire. 
welche einer jener Form aequivalent ist: folglich ist nach $. 7. erforderlich. 
dafs jeder Primfactor von M zu p cubischer Rest sei. Diese Bedingung is! 
aber auch hinreichend, und ich behaupte, dafs wenn man 


Q) 4 "Pak DR SE Fi 
selzl, WO 9. 9» U. S. w. verschiedene Primfactoren von AZ und sämmtlich zu » 
eubische Reste sind, die Anzahl der Gruppen von Darstellungen von M durch 
die Gesammtheit der Formen (1.) endlich und durch die Formel 
(3.) 30,.32,.30, .... 3N, 

ausgedrückt sein wird. In der That: unter der für die Primfactoren y von M 
gemachten Annahme bezeichnet die eben geschriebene Formel (3.) nach $.7 
die Anzahl der redueirten Formen, deren erster Coöffieieni MH ist: und da 
jede dieser redueirten Formen einer und nur einer von den Formen (1.) 
aequivalent ist, so entspricht nach $. 6. jeder dieser redueirten Formen eine 
und nur eine Gruppe von Darstellungen der Zahl 4 durch die Gesammtheit der 
Formen (1.). Giebt es z. B. unter den redueirten Formen « solche, welche # 
aequivalent sind, 5 solche, welche F" aequivalent sind u. s. w., so hal man « 
Gruppen von Darstellungen von #1] durch F', 5 Gruppen von Darstellungen 
von M durch F* u. s. w. Da nun @--P3--.... dem Ausdrucke in (3.) gleich 
ist, so giebt die Formel (3.) die Anzahl der Gruppen von Darstellungen. welch: 
M durch die Gesammtheit der Formen (1.) zuläfst. 

Es lassen sich jetzt nach dem vorigen Paragraphen die Variabeln jeder 
assoclirten Form Bedingungen unterwerfen, durch welche alle Darstellungen 
einer Gruppe auf eine dieser Darstellungen zurückgeführt werden. Diese Be- 
dingungen sind für die Form F, wenn man « den ersten Coöffieienten von F 
vorstellen läfst und F=gywy selzt, 

(4) \ 0 = (LogA--Logd).Log(ky)--Logd.Log\ kw) < 0. 
10 Log®B.Log(ky)—LogA.Log (kw) <o, 
und von ähnlicher Gestalt für die übrigen Formen. Man sieht also. dals. 


wenn man in den Formen (1.) den Variabeln nur solche Werthe in relativen 


Primzahlen giebt. welche den Bedingungen (4.) genügen, die Anzahl der 
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En 2 


Darstellungen von M durch die Formen (1.) endlich und durch die Formel (3.) 
ausgedrückt sein wird. 

Bildet man demnach zwei Reihen von Zahlen, indem man einerseits in 
den Formen (1.) die Variabeln alle möglichen ganzen Werthe durchlaufen läfst. 
welche erstlich keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, zweitens den Bedin- 
vungen (4.) genügen, und welche endlich drittens den Formen (1.) Werthe 
veben, die zu 2/pp, —pp;) relative Primzahlen und positiv sind: und in- 
dem man andrerseits alle ganzen Zahlen M hinschreibt, deren sämmtliche Prim- 
f[actoren zu p cubische Reste sind, und zwar jedes M so oft, als die For- 
mel (3.) anzeigt: so werden diese beiden Reihen vollkommen identisch sein 
und sich durch nichts anderes unterscheiden, als durch die Anordnung ihrer 
Glieder: und diese Identität wird nicht aufhören, wenn man in beiden Reihen 
von jedem ihrer Glieder eine ganz beliebige Function nimmt. Es ist demnach 
leicht. die Richtigkeit der folgenden allgemeinen Formel einzusehen, welche 
wir jetzt schreiben wollen, und in welcher zwei Fälle unterschieden sind. je 
nachdem die Anzahl der Glieder der Reihe (1.) endlich oder unendlich erofs 


aneenommen wird: 


2. or IN. AN en Mu — „1 L „1 me; Ro; a 

( I.) in 7 aM: L 2 F: | pe Fr | — r‘* > elc. ‚3 
In dieser Formel bezeichnet der Exponent & eine beliebige Constante — 1. 
Das Zeichen — bezieht sich auf den Fall, wenn man zugiebt, dafs die An- 


-_ 


zahl der Formen (1.) endlich ist, das Zeichen > auf den andern Fall, wenn 
man das Gegentheil behauptet: in beiden Fällen soll die Anzahl der Partial- 
summen rechts endlich und — FH angenommen werden, während Z7 im ersten 
der beiden eben unterschiedenen Fälle die Anzahl der Formen (1.), im zwei- 
ten Falle eine beliebig grofse ganze Zahl bezeichnet. Die Summe zur 
Linken erstreckt sich über alle positiven ganzen Zahlen M, welche zu 


> ) ) 3 \ . . ä " L ü 
Per er FE relative Primzahlen sind und deren sämmtliche Primfacto- 


0 — 0° 
% ni 


ren g der Bedingung 


(6.) FR 41 


oenügen. während « für jedes dieser unendlich vielen eben definirten M die 
Anzahl seiner Primfactoren und %,, R,. .... 2%, die Exponenten derselben 


_ m mn mn m nn 


*) Obgleich der zweite von diesen beiden Fällen unstalthaft ist, ignoriren wir doch 
jetzt das in I. Gesagte, und müssen ihn daher so lange mitgelten lassen, bis die Über- 
zeueung von seiner Unmöglichkeit analytisch gegeben sein wird. 
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bezeichnen. Die Summen zur Rechten beziehen sich auf alle ganzen Werthe 
der Variabeln der Formen F, F', .... F=V, welche keinen gemeinschalt- 
lichen Theiler haben, den Bedingungen (4.) genügen und den Formen Werthe 
seben, die zu K relative Primzahlen und positiv sind. Die Richtigkeit der 
Formel ergiebt sich aus der Identität der beiden oben betrachteten Reihen und 
aus dem Umstande, dafs die Summe zur Linken aus lauter positiven Glie- 
dern besteht und einen vollkommen bestimmten und. wie hieraus folet, von 
der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth hat, so lange nur die Con- 
stante e über der Einheit liegt. Wenn zuerst die Anzahl der Formen (1.) 
endlich und =H ist, so entspricht in (5.) jedem Gliede links ein und nur 
ein Glied rechts, und umgekehrt jedem Gliede rechts ein und nur ein Glied 
links. Da nun die Summe links von der Aufeinanderfolge ihrer Glieder un- 
abhängig ist, so sind in diesem ersten Falle die beiden Theile der Formel 
einander vollkommen gleich. Ist hingegen die Anzahl der Formen (1.) unendlich 
orols, so werden rechts noch nicht so viele Glieder stehen, als links; und da 
alle Glieder positiv sind, so wird offenbar die Summe links den Complex der A 
Summen rechts an Gröfse übertreffen: denn wenn man aus einer Summe von selbs! 
unendlich vielen positiven Gliedern, welche einen ganz bestimmten und von der 
Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth hat, eine Anzahl von Gliedern 
herausfallen läfst, so wird der Werth der Summe dadurch verringert werden. 

Behandeln wir zuerst die Reihe auf der linken Seite von (5.). Be- 
zeichnet man durch g das allgemeine Glied aller reellen Primzahlen, welche 
nicht in # anfgehen und welche der Bedingung (6.) genügen, und bedenkt 
man, dafs jede ganze Zahl M eine und nur eine Zerfällung in Primfactoren 
wie in (2.) zuläfst, so ist leicht zu sehen, dafs die Reihe links in (5.) sich 
auf die Form des unendlichen Productes 


= i 3.1 I =... 2.3 | 3.4 1} 3.5 . . » 
II ( | 7 q BE f Je 3 DZ Ey q* u. pi ii ın inf.) 
bringen läfst, in welchem /7 sich auf alle g bezieht. 
Da allgemein 
| ‘ . fi n 1 « “ t « j; 1 ‘ - 5 . “ »  - +2? | — 2,3 
1+32-+3.22°13.32°43.42°13.52°-+ ininf. — IT 
) | l 1 — 3) 2 { | —n)3 


ist. so ist obiges Product so viel als 


7 A ZU N 
fe © — 
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Alle möglichen Primzahlen 9, welche nicht in E& aufgehen, zerfallen in drei 
(lassen. Die der ersten Classe, welche bereits durch g bezeichnet wurde. 
eenürcen der Bedingung (6.), während die der beiden andern Classen. die 


resp. durch m und s bezeichnet wurden, resp. den Bedingungen 


SE En Bd 5 Fra 4 


senügen, also die nichteubischen Reste zu p sind; und man sieht, dals alle (; 
alle m und alle s zusammengenommen alle g erschöpfen. Multiplieirt man jetzt 
Zähler und Nenner des eben geschriebenen Productes mit 


ı/- — N 
I— — 1— —- 
PT, s?’E 


4 





ınd bedenkt. dafs 


1-2) haar). 


so erhält man 


7 BER. MT _— 1 — x IT. re IT-- en ER. — 
I — — 1 — — 1 —- 1 — — — 1 — - 
’ re s® q’ r® s” 





-T kuss IT RR: | dividirt durch Bi ü 


oder auch, was wegen (6.) und (7.) Dasselbe ist, wenn man erwägt. dafs 


| e 1 der tee 
-P ı- 
ist. je nachdem 9=g oder =r oder =s ist: 
Ze 1 > jp Dei mn 
1 ygıı gy7? 1 
EB 
IE ee ee Mn 
H——- 
ad = 
g 


Es sind jetzt vier Producte zu betrachten, von welchen drei den 
Zähler und eines den Nenner des eben geschriebenen Ausdrucks bilden. Von 


diesen vier Producten läfst sich jedes in eine merkwürdige und sehr einfache 
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heihe transformiren. wenn man sein allgemeines Glied nach der Formel 
7 ” 1 -2+ 2-2’ in inf. 

entwickelt und dann die sich über alle y ersireckenden Mulliplicalionen wirk- 
lich ausführt. In der That: bedenkt man, dafs jedes Produet aus Primzahlen 
wie g, eine ganze Zahl »r hervorbringt, die mit #£ keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, und dafs umgekehrt jede positive ganze Zahl »», die dieser lelz- 
iern Bedingung genügl, sich auf eine, und nur auf eine Art in Primzahlen y 
zerlegen lälst, und berücksichtigt man aufserdem die allgemeine Formel (Verse! 
„Beweis des ceubischen Reeipr. Ges.” ) 


er Edı wi [* DEE | 
Pi Pı Pi ; 


so erhält man offenbar, wenn m das allgemeine Glied aller positiven ganzen 
Zahlen bezeichnet, welche zu E relative Primzahlen sind. 


On" | BL 
MM 1 re 
— 
SF 
l "Im | 
(9.) JI un y | = 2. [| m 
Pit g 
1 er 1 
49) 4 1—[3 l bc [> | m 
Pı y‘ 
| ah 
d1) A ie was 
— y” 


Hiernach nimmt die ursprüngliche Reihe in (5.). um deren Transformation es 
sich handelte, die Form 


an. wo sich jede der vier Summen über alle positiven ganzen Zahlen erstreckt. die 
7 2 I» —»DPD. ® 4 - 4 r . 7 
mit K = u u a keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Fasset man 
u; 
jetzt wieder (5.) ins Auge und multiplieirt dort mit dem Nenner des eben 
eeschriebenen Ausdrucks nach rechts hinüber (was offenbar erlaubt ist. da der 





Werth dieses aus lauter positiven Gliedern bestehenden Nenners positiv ist). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 4 
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so erscheint links das Produet der drei Reihen im Zähler des eben geschriebenen 
Ausdrucks, während man rechts einen Complex von H Termen erhält, von 
welchen sich jeder auf folgende Weise umformen läfst. Der erste Term wird 
offenbar, wenn man die Multiplication ausführt, der Quadrupelreihe 


s_i_ 
(m> FE)‘ 


vleich. Nun ist #’ eine homogene Function dritten Grades der drei Variabeln 
u, ©, 205 folglich ist zu’ #' nichts anders. als Das, was man aus #' erhält, wenn 
man an die Stelle der ursprünglichen Variabeln wu = u, mr = v,. mw — w, 
seizt. Da »n offenbar von den Werlthen von %, v, w eanz wunabhäneie 
ist. so ist es erlaubt. in den Ungleichheiten (4.) die Constante k als eine 
Funelion von »n zu betrachten. Es sei dort kn an die Stelle von %k gesetzt. 
und es werde das neue k als von »n nnabhängig betrachtet. Dadurch gehen 
ky.kır resp. in Amp, kmı über. Aber da 9, w lineare Funetionen von 
u,v, w sind. so ist ag nichts anders als p(w,,®v,,0,) und an" nichts anders 
als w(%,, %,, 0); folglich behalten die Bedingungen (4.) nach dieser neuen 
\nnahme genau dieselbe Form, welche sie vor derselben hatien. während an 
die Stelle von z, v, w die neuen Variabeln #,, v,, ww, treien. Sehen wir 
jetzt. welches die Natur dieser neuen Systeme 4, v®,, w, sei. Dawv, 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so ist »r der gröfste gemeinschaftliche 
Theiler von %,, v,, w,: aber an stellt jede positive ganze Zahl vor, die zu E 
relative Primzahl ist, und da F zu #& relative Primzahl werden soll, so ist 
es nölhig und hinreichend, dafs m’F\, d.h. F, wenn man stall w, ve, w resp. 


u, v,, w, selzt, zu #% relative Primzahl werde. Nun können nur solche Werthe 


von %, ©, ww, den Werth von E zu einer zu F’ relativen Primzahl machen. 
deren egröfster gemeinschaftlicher Theiler zu # relative Primzahl ist. Also 
repräsenliren %,, ®,, ©, alle möglichen ganzen Systeme, welche, in # statt 
der Variabeln gesetzt, F' zu einer zu E relativen Primzahl und positiv machen, 
und in g. r stall der Variabeln gesetzt, die Bedingungen (4.) erfüllen. Nach- 
dem so die Nalur dieser neuen Systeme gefunden ist, können wir wieder 


u,v, w slatt w, ®,, ©, schreiben. Dieses giebt 


3 
u [% b) 


wo sich die Summation über alle ganzen Werthe von ®, ®, :w erstreckt, die #' 
zu einer zu % relativen Primzahl und positiv machen und den Bedingungen (4.) 


genügen. Da die 44—1 übrigen Termen einer ganz ähnlichen Reduction fähig 








I 
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sind, so ergiebt sich aus (5.) folgendes Resultat: 


Ind. m 2 ITud. m 
A ee ee ee ee a! 
m’ m’ m‘ Pr! Fre! Fr“ 
h A . nd. m ® 
wo statt n der gleichbedeutende Ausdruck 0" ” geschrieben, und wo es 
Pı ' 


ganz gleichgültig ist, auf welche primitive Wurzel man Ind. zn bezieht, da 
die Annahme einer andern höchstens eine Vertauschung der zweiten und dril- 
ten Reihe links in (12.) zur Folge haben kann, also den Werth ihres Produetes 
nicht ändert. Die drei Summationen links erstrecken sich über alle positiven 
sanzen Zahlen »n, welche mil F#% keinen gemeinschaftlichen Theiler haben: 
während rechts in jeder der FH Formen F u. s. w. die Variabeln alle ganzen 
Werthe durchlaufen, welche den Werth der entsprechenden Form positiv und 
zu einer zu K& relativen Primzahl machen, und welche den jeder Form ent- 
sprechenden Bedingungen (4.) genügen. 

Die Formel (12.) wird jetzt dazu dienen, die Anzahl der Classen zu 
bestimmen. Um diesen Zweck zu erreichen, bedienen wir uns der von 
Dirichlet eingeführten, sehr expediliven und ungemein fruchtbaren Grenz- 
betrachtungen. Man setze I- z an die Stelle von & und multiplieire beidı 
Seiten der Formel mit & Für alle Werthe von & > 0 wird, je nach den 
beiden Fällen. die zu unterscheiden sind. die Gleichheit oder Ungleich- 
heit unverändert bleiben. Kann man nun zeigen, dafs jede der beiden Sei- 
ten der so umgewandelten Formel eine vollkommen stefige Funclion von : 
ist, die auch für &—=0 ihre Stetigkeit nicht verliert. so folet,. dafs auelı 
für <&==0 die Gleichheit oder Ungleichheit besteht, und dafs im zweiten Falle 


wenigstens das Zeichen —> nicht in <<, sondern höchstens in — übergehen 
a A ihr on u 
kann. Die Function e& —;, ist stelig für alle abnehmenden positiven Werthe 


von e bis 0 inelusive, und nimmt für &—0 einen vollkommen bestimmten 
endlichen Werth an, vorausgeselzt,. dafs man die Werthe von »» in ihrer natür- 
lichen Reihenfolge, d.h. nach ihrer Gröfse geordnet, auf einander folgen lasse. 


Ind, m ?Ind.m 
r 7 . . . 4 s ‚DO 
Unter derselben Voraussetzung sind die Reihen X — und 2° ip Sogar 
m Ace ' 
bis &— — I (exclusive) stetig und nehmen für &==0 ebenfalls endliche Wertlhie 
an. Endlich sind die Functionen 
1 1 
x x en 
E u F'+: “ € .— EF''+8s b) u. Pr W. 


bis &=0 inelusive stetig und werden für e&=0 endlich und alle eenunder 
4 * 
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gleich, so dafs ihre Summe für e—=0 zu einem Product aus H und einem 
endlichen Ausdrucke wird. Es folgt hieraus weiter, mit Evidenz, dafs die 
\nzahl der Formen in (1.) nicht unendlich grofs sein kann: denn wäre dies 
möglich, so würde man, während 4 eine beliebig grofse ganze Zahl vor- 
stellt. aus der Formel für &==0 eine Formel von foleender Gestalt herleiten 


können: 


L=H.L‘, 
während Z und Z/ vollkommen bestimmte endliche positive Werthe sind. Eine 
solche Formel enthält aber olfenbar einen Widerspruch, da von vorn herein 


1; 
1 7, angenommen werden konnte. 


„Die Anzahl der Classen, in welche sich alle assocürten Formen 
„erntheilen lassen, ist also immer endlich.” 

Diese Art zu schliefsen ist derjenigen ganz ähnlich, durch welche 
Dirichlet bewiesen hat, dafs für die quadratischen Formen alle möglichen 


(renera wirklich existiren. 


\usdruck der Anzahl der Classen durch das Product zweier conjugirten 
unendlichen Reihen. 
5. 11. 
I. Um die am Schlusse des vorigen Paragraphen angedeuteten Un- 
iersuchungen auszuführen, ist zu erforschen, was jede der oben erwähn- 


ten Funelionen wird, wenn man & gegen seine Grenze Null convergiren läfst. 


Ind, m 2 Ind. m 


‚0 ‚0 
Die beiden Reihen I °—  —- und x‘ 


machen keine Schwierigkeit, denn 
m“ m ’ { 


I-+2 
sie verwandeln sich geradezu in diejenigen Reihen, welche man aus ihnen 


erhält. wenn man &-— 0 setzt. also in die Reihen 


olnd. m L ! Ind, m 


(13.) > u 


m m 
( Vergl. Dirichlet „„Recherches sur diverses applications de l’analyse infinite- 





simale ete.” im 19ten Bande dieses Journals Seite 330.) 


| i 2 u e 
Um den Werth der Function &>3 wie für &—0 zu finden, bemerke 


man. dafs alle Werthe von a» in eine endliche Anzahl von Gruppen getheilt! 
werden können. deren alloemeine Glieder die Form 


Y 


in’ K-- a = Ei m, 


haben. wo ın‘ alle positiven ganzen Zahlen und « eine bestimmte ganze Zahl 
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nz; 


<—E vorstellt, so dafs x, das allgemeine Glied einer arilhmelischen Reihe 
mit der Differenz 1 wird. Bezeichnet man durch fi, fs. -.-. alle in & auf- 
sehenden Primzahlen, so wird die Anzahl dieser Gruppen durch 


E (1 .)(! [2 BR - En(1i 7, 


1 2 
ausgedrückt;. denn « erhält nach und nach alle Werthe, die E und zu E 
. . . . er ’ Li Y | . 
relative Primzahlen sind. Hiernach zerfällt die Summe &e NY —, ., in eben so 
Date 


viele Partialsummen von der Form 


a all 
Bee nite 
| r a 
und da 75; für e==0 in 7, übergeht, so ist nur noch zu untersuchen. 
was &2 ,;; Wird. Dies geschieht nach dem von Darichlet aufgestellten 
m 
l 


Satze (R. s. d. a. elc. Seite 327). Die Anzahl der Werthe von »n,. welche 
—K sind, wenn Ä eine beliebig hohe positive Grenze bezeichnet, lieg! 
immer zwischen RK und K--1; also ist das Verhältnifs dieser Anzahl zu A, 


wenn K = » wird, — 1; mithin ist auch nach dem Dirichletschen Satze 
i ' 1 [.. ’ 
der Werth der Partialsumme —= Pe; für &==0; folglich ist der Werth 


der ganzen Summe für e=0, 


(14.) = (1-5), 


nämlich gleich einem endlichen Producte, in welchem sich die Multiplieation 


2(PPı —PPr 
e- € 


% 


ll. Aufgabe. .‚Alle Sysieme von Werthen der Variabeln zu finden. 


über alle reellen Primfactoren f von E— erstreckt. 


welche eine associirle Form zu einer zu # relativen Primzahl machen.” 
Gehen wir zuerst von einer allgemeineren Vorausselzung aus. und 

nehmen an. dals @ eine beliebige ternäre eubische Form mit ganzen Coefh- 

eienten sei. Da congruenie Werlhe der Variabeln (mod. £) der Form @ 

selbst congruente Werthe geben. so werden sich offenbar alle Systeme von 

Werthen der Variabeln @, v, ©, welche @ zu einer zu # relativen Prim- 

zahl machen, durch eine endliche Anzahl von Congruenzen von der Form 

uz=u, v’z=m, ww, (mod. K) 


darstellen lassen, während «,, v,, zo, aus irgend einem hestimmten Resten- 
systeme (mod. #) genommen sind und ebenfalls der Bedingung genügen. Wir 


nennen je zwei Sysieme congrwent oder incongruen!, je nachdem sie in 
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einer und derselben. oder in verschiedenen dieser Formeln enthalten sind. 
Ich behaupte jetzt, dafs, wenn die Form @’ in @ durch eine Substitution 


au -- 0 v-- a'w — u, 
(15.) Pu- pP 'v- I. m ei, 
En -y'v-+ Y'w — w' 
übergeht. deren Coöffieienten ganz Mad und deren! Dotemmihente lan: 


relative Primzahl ist. die Anzahl der der Bidtegeiit genügenden incongruenten 
Systeme für @' genau eben so grofs sein wird, wie für @. In der That: be- 
trachtet man die eben geschriebenen Gleichungen ( 15.) als Congruenzen (mod. #). 
und lösel sie durch Elimination nach «, v, w auf, so erhält man ein System 
Gongruenzen von der Form 


| du = au --av'--e, w' (mod. E). 
(16.) dv =Pß, u Pe --Piw’ (mod. E). 
| = Y,u-4-y,v'+y,w' (mod. E); 


und da ./ zu K relative Primzahl ist, so sieht man aus (16.). dafs jedem 
Systeme , v', w' ein, und nur ein vollkommen bestimmies System «, v, w 
entspricht; und aus (15.) sieht man, dafs jedem System a, v, w ein vollkom- 
men bestimmtes System %‘, v', ww‘ entspricht. Andrerseits hat man, wenn man die 
Variabeln von @ und @ dureh (15.) oder durch (16.) verknüpft sich vorstellt. 
in allen Fällen @ == @’ (mod. #&): folglich entspricht jedem Systeme a, v, ww, 
welches @ zu einer zu #& relativen Primzahl macht, auch ein solches ’, v’, w‘, 
welches @' zu einer zu K relativen Primzahl macht; und umgekehrt: jedem 
Systeme a’, v‘, w’, welches @ zu einer zu K relativen Primzahl macht, ent- 
spricht ein solches ®@, v, ww, welches @ zu einer zu E relaliven Primzahl macht: 
immer abgesehn von Vielfachen des Moduls: folglich ist die Anzahl der in- 
eoneruenten Systeme von Variabeln, welche @' zu einer zu K relativen 
Primzahl machen, gleich der Anzahl der incongruenten Systeme, welche @ zu 
einer zu K relativen Primzahl machen. 

Nach $. 7. und $. 6. kann man jede associirte Form in eine aequi- 
valente transformiren, deren erster Coefficient zu K relative Primzahl ist; und 
nach dem Vorigen wird die Anzahl der incongruenten Systeme, welche die neue 
Form zu einer zu & relativen Primzahl machen, dieselbe sein. wie für die alte 
Form: denn die Determinante des T ransformationssy vstems ist hier = 1. also 
vewifs relative Primzahl zu &. Es sei also #' eine associirte Dar deren 
erster Coöflicient « zu E relative Primzahl ist. so ist es offenbar nöthig und 


hinreichend für unsere Bedingung, dafs a’ F' zuE relative Primzahl sei. Zer- 
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legt man a’ F' auf die häufig in dieser Abhandlung vorkommende Weise. so 
sieht man aus $. 5.. dafs «°F aus der einfachen Grundform 
uw" --pp (v-- wo)” -+-pp(v- wo’ — spulv- wo(v--ıwo') db 
durch eine Substitulion gefunden werden kann, deren Determinante — «'‘, also 
zu K relative Primzahl ist. Wir können also wieder den vorhin bewiesenen 
Satz anwenden und sehen nun, dafs Alles jetzt darauf ankommt, die Anzahl 
incongruenter Systeme %, v, w zu finden, für welche ? zu & relative Prim- 
zahl wird. Es sei Li 
E=fi fi I; 
Bestimmen wir einzeln die Anzahl von Systemen (mod. fi"), (mod. fÜ ) etc. 
für welche & resp. zu fi‘, f; etc. relative Primzahl ist. Das Product aller 
dieser einzelnen Anzahlen wird die gesuchte Anzahl geben; denn jede Com- 
binalion der nach jenen einzelnen Moduln gefundenen Systeme liefert ein 
System nach dem Modul £. Um aber alle nach dem Modul f” incongruenten 
Systeme zu finden, für welche $ zu f” relative Primzahl wird. hat man nur 
aus allen möglichen f”" nach (mod. f”) incongruenten Systemen diejenigen 
auszuscheiden, für welche P==0 (mod. f) wird. Es seien u Systeme vor- 
handen. deren Variabeln in der Reihe 
a Pe A a 
liegen und welche dieser letzteren Congruenz genügen. Aus jedem derselben 
kann man offenbar durch Hinzufügung von Vielfachen von f f’””” Svsteme 
ableiten. welche in der Reihe 
"Penn Rus) RE FORRCONTOR (RE 
liegen; folglich giebt es nach dem Modul f” überhaupt u. f"—" Systeme, für 
welche >= 0 (mod. f) wird, und mithin giebt die Differenz f” — uf" 





u ı Bi “ 
ft} (1 - 5) die Anzahl aller nach dem Modul f” incongruenten Systeme, für 


welche 2 zu f” relative Primzahl ist. Überhaupt ist also die gesuchte Anzahl 


— fi (i FR” (1 E14 A) —E’(1— )(' u fr) Yr 


ı 2 


WO tl, Ay, resp. die Anzahlen der nicht congruenten Lösungen von 


P=O (mod. f), P==O (mod. f,) u s. w. bezeichnen. Es handelt sich jetz! 
darum, für jeden Primfactor f von E das zugehörige u zu finden. 


Ten sch} E_ “2 san suhea ae a2 1 3 
Für f=2 ha man (v+w) = v"-+eVwo-vweo'- w 
-vw (mod.?2); eben so (v--we’’ = eu -w- vw 


| | ? h= ] 
v--w--vw(g--E”) = v-+-w- 


(mod. 2.); ferner W = u, (v-+-weo)(v--wo’) = v--w-vw, und p==H, 
— 3p =1 (mod. ?); also ergiebt sich $ == u--(p,-p, u) (v-Ie- vw) (mod. ?). 
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is kommt also darauf an, alle Systeme a, v, ıw aus der Reihe 0, 1 zu fin- 
den, für welche der zuletzt geschriebene Ausdruck gerade wird. Ist nun 
erstens 9, -P,, oder, was dasselbe besagt, p, —p, gerade, so hat man blofs 
u(l--v--w--vw)—=u(l--v)(1-- ww) =0 (mod.”?) zu machen. Setzt man 
“a—0, so können v» und = jeden Werth haben; und setzt man u—=1,. so 
kann man für ®, ww resp. OÖ. 1; 1.0: 1.1 nehmen: also erhält man im Ganzen 
szeben Systeme, die der Bedingung genügen. Ist zweitens p, + p, ungerade, 
so wird der Ausdruck &--(p,--p,--u)\®--w--vw) immer ungerade. wenn 
man == 1 selzt; und für @==0 hat man v- w--vw gerade zu machen. 
welches ? 0, «== erfordert; mithin existirt in diesem zweiten Falle nur 
ein einziges System = 0, v—=(, #0, welches P==0 (mod.?) macht. 


Also hat man «== 7 oder «= I, je nachdem p,— p, gerade oder un- 
oerade ist. 

Für f—=53 hat man pp, = —1==pp, (mod. 3), W=w, (v+-wo)’ = 
©» -- ee pw (mod.3); eben so (--wo)’=v-w: aloit$P = u-v-w 


(mod. 3) und folglich giebt es zu jedem Werthe von v und ve aus O, 1, 2 einen. 
und nur einen für v, welcher $ = 0 (mod. 3) macht. Also ist u. —9. 

Für f==p hat man offenbar > = w’ (mod.p); also mufs man nothwendig 
u —() setzen, und v und w können dann beliebige Werthe aus 0, 1,2, ....p—1 
bekommen. Dies giebt u. = p”. 

Andere, von 2, 3 und p verschiedene Primfactoren f von E, welche 


rg‘ . » ar E ry\ . W . . . * 
also Theiler von "2, d.h. Theiler des Coöfficienten von e in p, sind, kommen 
ne ; Zu 


entweder gar nicht, oder nur in geringer Anzahl vor, wenn p nicht eine sehr 
beträchtliche Gröfse hat. Wirft man z. B. den Blick auf die kleine Tabelle am 
Ende des $.3.. so sieht man, dafs für alle Werthe von p, unter Hundert, der 
Coöffieient von ge in p, keinen einzigen von 2 und 3 verschiedenen Theiler 
hal. Ich behaupte jetzt, dafs alle diese Theiler, wenn sie vorkommen, zu p 
cubische Reste sind. Denn da für jeden dieser Theiler f, p, = p; (mod. f) ist, 
so folgt, wenn man auf beiden Seiten mit p, multiplieirt, p) =ppı (mod. f}, 


folglich. wenn f==2 (mod. 5) ist, [Pr — I, und wenn f= I (mod. 5), 


PPı 
Ö 


also nach dem eubischen Reeiprocitätsgesetze (Vergl. Band 27. Seite 305 und 307 


) ein eomplexer Primfactor von f ist, | = i. In beiden Fällen hat man 


dieses Journals) & | — }, mithin ist f eubischer Rest zu p und folglich nach 


’ 








7% 
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8.3. ein Theiler von ?D. Dieser schon an und für sich zierliche Satz ver- 


I 
EDEN 


einfacht die spätern Resultate bedeutend. Da also pp, pi und 
pp: =: p: (mod. f) ist. so folgt 
Jb u’ --(pı(w-; wo))- (p(vr wo )) —I3Uulp iv wo,)(p,(e--wo‘)) 
Leizterer Ausdruck läfst sich aber in das Produet folgender drei rationalen 
actoren zerlegen: 
| u--p, . (d--wWO)-+ pP: . (U--weo'), 
u--9,0 (v-+-W0) po (v- wo). 
u- po’(v- wo)- po (v-wo). 
Jeder dieser drei Facloren = 0 (mod. f) gesetzt. giebt zu jedem © und ı© 
ein ganz bestimmtes a, also f Systeme w, v, w; folglich giebt es 3f” Systeme. 
welehe irgend einen der drei Facltoren durch f theilbar machen. Unter diesen 
3f' Systemen kommen aber diejenigen doppelt vor. welche zugleich zwei der 
drei Facloren ==: 0 (mod. f), aber nicht alle drei durch f theilbar machen: 
und dasjenige u=0, v—=0, #==(), welches alle drei durch f theilbar macht. 
kommt sogar dreimal vor. Nun ist leicht zu schen, dafs je zwei der obieen 
drei Facloren, zu gleicher Zeit == 0 (mod. f) gesetzt, für jedes gegebene u 
ein ganz beslimmtes v und w, also f Systeme geben, so dals es also 3f-- 3 
Systeme giebt, welche irgend zwei, aber nicht alle drei Factoren durch f theilbar 
machen: denn dafs es nur ein System a, vo, w giebt, welches alle drei durch f 


Iheilbar macht. folgt unmittelbar daraus. dafs die Determinante desjenigen linearen 


Systems. welches die drei Factoren in a, ©, w ausdrückt, == — Op also zu f 
relative Primzahl ist. Man zieht hieraus u =3f—- BGF—-3)—T=5f -5f1. 
} gi . U . 
und dieser Werth von « in 1— TE gesetzt. gieh! 
f--3f+3f—1 IN: 
Nun ist immer [-]- I. also kann man diese Formel auch so schreiben 
l 
I us {ot 
1-9 -L90-LEIH 
l Pit Pit 
Die entsprechenden Werthe für f—=?. 3. p sind dagegen resp. 
’ 1 1 ’ 9 l p: 
‘ 
— ——£ — ——: 1 u — —— 1 > Won P; 
Era nut 0 gi raner Tore 37 3 pi n 





Mit Hülfe dieser Werthe erhält man für die Anzahl der incongruenien Systeme. 
welche >, also auch derer. welche die ursprüngliche associirte Form zu einer 
zu E relativen Primzahl machen. durch die Formel 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIN, Heft 1, .) 
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‚nt nte-[/])ut-[£T5) 


TERN 


ausgedrückt; wo sich die Multiplication über alle Primfactoren f von E, f=?, 3 








und » nicht ausgeschlossen, erstreckt. und wo das Symbol ea wie bisher. 
- ‘ Pi 


den Rest von +” (mod. p,) bezeichnet; also die Null, wenn f mit p zusam- 
menflällt. Die Richtigkeit dieser Formel erhellet nach dem Vorigen sogleich. 
wenn man bedenkt, dafs für f== ? der Fall « = I gar nicht vorkommen kann. 
so olt 2 ein Theiler von p,—p.. also auch 2 ein Theiler von p,-'-p, ist; denn 


dann ist I— x — Z — (1— 5 ) - ra )( [5 5 (ı -[>] ai, weil für 


‘) 
Pı—P:  V (mod. ‘?) immer [-j=1 ist; ist hingegen ? blofs in K, aber nicht in 
a l 


1 1 si 
P,— pP: enthalten, so gilt u=—=1, I— n =1— = (1 — 5) (1-0 5) (1 — 0° ;); 


m 


C 0°, so dafs eine 


y 
und in der That ist in diesem zweiten Falle r | —-9 oder = 
2 


und dieselbe Formel beide Fälle umfafst: denn wäre in dem zweiten Falle 





Y . ‘) 
- | — I, so hätte man. wegen E ] = a == 9, (mod. ?) und wegen 
} ı „ 
9 2 = 
" - 1;-]- -[# l= : 9, (mod. 2), sowohl p, == 1 (mod. 2), als auch 
, . 
pP: I (mod. ?) also 9, —p: =0 (mod. 2); gegen die Voraussetzung. Was 


endlich den Theiler 3 betrifft, so erhellet, dafs für ihn im Zähler der obigen 
Formel die beiden Facloren des Nenners zu viel geschrieben worden sind. 
also mit denselben dividirt werden mufs. 

II. Nachdem diese vorbereitende Aufgabe gelöset worden, kommen 


wir zu der Bestimmung der Funclionen 


1 
S' ur E 
u A f 5) Eu Frite h U. De W. 
für &==0. Da die verschiedenen Formen #', F", .... m diesen Functionen 


sieh nur durch ihre Coeffieienten von einander unterscheiden, und da in jeder 
derselben die Variabeln ganz ähnlichen Bedingungen unterworfen sind, wie in 
der ersten. so werden wir von den eben geschriebenen Funelionen nur die 


erste, als Repräsentant aller übrigen, betrachten. Man wird späler sehen. 
dafs das Resultat für diese speeielle Form von dem Werthe ihrer Coöffieienten 
oanz unabhäneie ist und nur von der Primzahl p abhängt, welche auf alle 4 
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Formen denselben Einflufs hat. Sobald diese Behauptung bewiesen sein wird. 
läfst sich schliefsen, dafs das gefundene Resultat genau eben so für die an- 
dern H-— 1 Functionen richtig ist, und noch mehr, dafs man die Summe aller 
H Funclionen für &== 0 findet, wenn man das Resultat für eine derselben mil 
H multiplieirt. 

Da die Variabeln der Form F zunächst der Bedingung genügen sollen. 
dafs #' zu E relative Primzahl sei, so theilen sie sich in eine Anzahl Systeme 
von der Form 

(18) uwu=Eu. rv=Er, w=Ew,, 
wo die neuen Variabeln %,, d,, w, gebrochene Werthe haben und nach beiden 
Seiten unbegrenzte arithmetische Reihen durchlaufen, deren Differenz —- 1 
ist; die Anzahl dieser Systeme wird durch (17.) bestimmt. Untersuchen wir 


. ’ : a ' r ‚ l . 
jetzt die Partialsummen, in welche hiernach die Summe Fi zerfällt. Jede 


dieser Partialsummen hat dieselbe Form wie die ursprüngliche Summe, wenn 
man nur statt , v, w die Formeln aus (18.) selzt. Verrichtet man diese 
Substitution, so folgt aus der Homogeneität der Function F', dafs man nichts 
anders erhält als £°, multiplieirt mit demjenigen F', welches aus dem ur- 


. . \ 4 
sprünglichen F' hervorgeht, wenn man %,, v,, ıw, an die Stelle von u, v, ww 


schreibt. Setzt man andrerseits in die Ungleichheitsbedingungen (4.) d statt 


der noch unbestimmt gelassenen Constante A, so bleiben auch diese sanz 
unverändert; nur dafs wegen der linearen Beschaffenheit von und v in die- 
sen letzteren %, v,, w, an die Stelle von %, v, w treten; denn es is! 

7 " w 


4, ar 9 Dr MT 7 


E Jede der Partialsummen erhält folglich die Form: 


| 4 
E:U-+9 u F'te ? 


ur; 
4. 4 





unter der Bedingung 
0 = (LogA-+LogB)Logky--LogB.Logkw — 0 und 





19. gr 
0 = Logd.Logky—LogA.Logky < 0; 
wo sowohl in F' als in g und vr die Variabeln nach beiden Seiten unbe- 


erenzte arithmelische Reihen mit der Differenz 1 durchlaufen, und wo F 
positiv werden mufs. Da E’'*” für &—= 0 in E? übergeht. so ist jelzi 
blofs der Werth von 


(20.) P} Li 


zu untersuchen und dieser dann durch E° zu dividiren. 
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Um den Dirichletschen Satz anwenden zu können, mufs die Anzahl 
der Werthe der Variabeln bestimmt werden, für welche in der Summe (20.) 
F" unter der Grenze K liegt, oder vielmehr der Werth des Verhältnisses dieser 
Anzahl zu A, wenn K ins Unendliche wächst. Es sei der Kürze wegen 


F | - '. . . nl . . . 
I ;. kA=[ und 5 unendlich klein. Es ist also zu bestimmen, wie 
. ° » . . * > r 1 

viele Werthe der vorhin definirlen Variabeln es gebe. für welche F'<__—. 


Yu 


d.h. Z#° 1 und #" positiv ist; und für welche die Bedingungen (19.) erfüllt 
werden, wenn man dort C an die Sielle von % selzt. Da aber ©’ F' nichts an- 
ders ist als #, wenn man die Variabeln mit { multiplieirt, und da eben so [y 
und Zw aus g und v" entstehen, so ist die Anzahl der Werthe solcher Varia- 
bein zu suchen. welche unbeerenzte arilhmelische Reihen mit der Differenz [ 
durchlaufen. und welche den Bedingungen n 


(21.) 0 <yyy ZZ da, 


0 Log A--LogdB)Logy --LogB.Log ir — 9. 
(22 ) ) \ Lew) | kw] ie) 
ii; 0 2. Logd.Logy —LogA.Logv — 0 


genügen; wo a den ersten Coellieienten von F’ bezeichnet und « Ey wz ist. 
Diese Anzahl, durch 4 dividirt oder mit Z’° multiplieirt, ist offenbar nichts an- 
ders als der Werth des folgenden Tripel-Integrals: 


(23.) Syföröröw — A, 


weiches sich über alle stetigen Werlhe von %, v, ww erstreckt, die den Be- 
dingungen (21.) und (22.) genügen. In der That: betrachtet man dig Bedingun- 
sen. Welchen die Variabeln des eben geschriebenen Integrals unterworfen sind. 
so sieht man. dafs dasselbe. wenn ®, v, w auf rechtwinklige Coordinaten- 
\xen bezogen werden, einen nach allen Seiten völlig begrenzten Körper aus- 
drückt. Es werde für einen Aucenblick Z noch als endlich angesehen, wenn 


auch als sehr klein: und es sei das Produet aus {° und der oft erwähnten 


\nzahl B; n sei diejenige endliche ganze Zahl, welche ausdrückt, wie 
olt die Oberfläche des Körpers, dessen Inhalt = A ist. höchstens von einer 


seraden Linie geschnitten werden kann. Man stelle sich den unendlichen 
Raum durch Parallel-Ebenen mit den drei Coordinalen-Ebenen. jede von 
der andern in dom Abstande = gezogen, in lauter kleine Würfeichen = G* 
zerlegt vor; zu jedem Würfeleckpuncte betrachte man einen der $ um ihn 
herumlieeenden Würfelehen nach einem bestimmten Prineip als zu dem Eck- 


punele gehörig, z. B. denjenigen, welcher nach oben, nach rechts und nach 
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vorn liegt. Der Complex aller Würfelchen, welche zu den sämmtliehen. inner- 
halb oder auf der Oberfläche des Körpers A liegenden Eckpuneten gehören. 
wird einen Körper bilden, dessen Inhalt = 3 ist. Die Oberfläche dieses neuen 
Körpers B, welche sehr eomplieirt aber geradllächig sein wird. kann die des 
Körpers A mannigfaltig durchscehneiden und bald aufserhalb bald innerhalb 
derselben liegen. HYassen wir eine der drei Coordinaten- Ebenen ins Auge. 
welche in lauter kleine Quadrate C’ zerschnitten sein wird. und auf weleher 
sich nach beiden Seiten über jedem dieser kleinen Quadrate ein viereckige: 
Prisma erhebt. Jedes dieser kleinen Prismen wird die Oberfläche des Körpers 
A (höchstens ramal) durchbrechen und aus derselben kleine Stückehen heraus- 
schneiden, die wir durch © bezeichnen; eben so wird jedes dieser Prismen 
aus der Oberfläche des Körpers B Würfelwände I? herausschneiden. Dasjenig« 
Stück eines solchen Prisma %, welches zu 1 gehört, sei a, das zu 2 gehö- 
rende d. Rückt man in einem der Prismen & hinauf oder hinunter. bis man für 
ein bestimmtes » zum ersten Male zu einer Würfelwand oelanget. die eanz 
aufserhalb » fällt, so wird diese entweder mit der 5 beschliefsenden Wiürlel- 
wand identisch sein, oder unmittelbar auf dieselbe folgen: das von diesen neuen 
Würfelwänden begrenzte Stück e des Prisma wird also höchstens um ?T vröfser 
sein als d. Nimmt man statt der zum ersten Male aufserhalb & fallenden Würfel- 
wände die zum ersten Male eanz innerhalb & fallenden. so wird das dieser 
Begrenzung entsprechende Stück d des Prisma höchstens um 2 kleiner sein 
als 5; jedenfalls liegen a und 5 beide zwischen e und d, so dals also der 
absolute Werth der Differenz @«—b kleiner sein wird als e—d. Das klein 
Stück e—d==e enthält den Oberflächentheil » eanz in sich und ist gleich 
dem Producte aus Z in eine seiner Seitenwände: aber der höchste und der 
niedrigste Punet, in welchem diese Seitenwände & begrenzen ist von resp. den 
höchsten und niedrigsten Puneten der Seitenwand selbst um weniger als [I ent- 
lernt, und da o krumm ist. so ist jede Seitenwand von e nothwendig - w- - 2L 

also ist e selbst <[.0--2T° und folglich kleiner als ein evlindrischer Körper. 
dessen Höhe Z und dessen Grundfläche &-- der doppelten Grundfläche des vier- 
eckigen Prisma ist. Die Summe aller e innerhalb des Prisma & wird also klei- 
ner sein als ein evlindrischer Körper, dessen Höhe T und dessen Grundiläch« 
eleich ist dem ganzen innerhalb A liegenden Theil der Oberfläche J - dem 
Infachen Grundschnitt von A: um so mehr wird also der absolute Werth der 
Differenz zwischen allen « und allen 5 innerhalb des 4 kleiner sein. als der 


eben bezeichnete Körper. Dieses Resultat gilt für alle viereckigen Prismen A. 
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Summirt man also für alle A, so ergiebt sich, dafs + (4—-B) kleiner ist als 
ein eylindrischer Körper, dessen Höhe £ und dessen Grundfläche der ganzen 
krummen Oberfläche O von A gleich ist, vermehrt um die ?nfache Einfassungs- 
fläche ihres Grundschnitts. Wir nennen nämlich Einfassung einer ebenen Curve 
diejenige Curve, welche der ursprünglichen zunächst liegt, aber ganz aufser- 
halb derselben, und dabei aus lauter ebenen Elementen —={ zusammengesetzt 
ist: den von dieser Einfassung umschlossenen Theil der Ebene aber die Kin- 
fassungsfläche. Nun läfst sich ganz durch dieselbe Betrachtung, wie oben bei 
Körpern, zeigen, dafs die Differenz zwischen der Einfassungsfläche einer ebenen 
Curve und der Curve selbst, kleiner ist als ein Rechteck, dessen Höhe = und 
dessen Grundlinie = dem Umfange der Curve ist, vermehrt um das ?nfache 
Stück eine Coordinaten-Axe, welches innerhalb der Einfassung liegt. Dieses 
letztere Stück ist wieder kleiner als das um ?»{ vermehrte Stück der Coor- 
dinaten- Axe, welches innerhalb der Curve selbst liegt. Bezeichnet man also 
durch O0, P, q und A respective die krumme Oberfläche von A, den Inhalt. den 
Umfang und die Axe des Grundschnitts von A, so erhält man 

+(4A—B) < SO --InS[P--gÖ--2In{(h--2In{)], d.h. 

+(4—B) — (0+N2nP).{-+(Ing--4n}). 2 --8n®.D; 
und zwar streng richtig für alle endlöchen Werthe von {. Da nun 0, P, ,;,n 
oanz bestimmte und von { ganz unabhängige Werthe sind, so kann, für ab- 
nehmende Werthe von {, + (A—B) jede Grenze der Kleinheit erreichen: 
folglich hat man ganz genau B—=A für { unendlich klein; was zu beweisen 
war. Man könnte dem Beweise mit Hülfe einer Figur mehr Entwicklung 
oeben: indessen wird sich Jeder selbst durch Anschauung den Gegenstand 
klarer machen können, als es durch Worte möglich ist. 

Sobald der Werth des Integrals A bestimmt ist, folgt aus dem Di- 
richletschen Satze (Bd. 19. Seite 327 dieses Journals), dafs der Werth von 
(20.) endlich und ebenfalls = A ist. 

IV. Der allgemeine Fundamentalsatz, welcher jeder Transformation von 
Inteeralen zum Grunde liegt, ist folgender. 

„Wenn in einem Integrale mit dem Elemente 

ouöovow.... 
die Variabeln w, e, w, .... durch neue Variabeln x, y, 2, ..... ersetzt wer- 
den. von denen die alten Funclionen sind, so mufs das eben geschriebene 


Element durch 
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erselzt werden, wo .7 die sogenannte F'unctionaldeterminante, nämlich der 


absolute Werth der Determinante des Systems partieller Differentialquotienten 
7) 


3 on ou 
Be’ day’ dar 
ov ev ow 
B2° 84° 2° 
ew ow dw 
FE 


ist.” Sind die alten Variabeln in die neuen blofs durch lineare Svsteme 


4 


u=uar-+ay--a'z--...., 
ERBE /) | 0 | I 4 ] 
Ü ar Kr; PX ‘h ; Yy 7 [? z 7 non. 
le En FE ee 
wm —— yıt | Y | / nv | ...., 
. 0 ou ou co ’ | 
ausgedrückt, so ist — —=a, — ==«', — =a”, —— —=A u. s w.; folglich 
| dr öy ’ ö3 dr 


ist für eine solche Substitution die Functionaldeterminante nichts anderes als 
die Determinante des linearen Systems, welches u, ©, w,....n2,y, 2, - 
ausdrückt, mithin eine Constante, mit der das ganze Integral zu multiplieiren 
ist. Weit häufiger kommt indessen der Fall vor, dafs die neuen Variabeln 
als lineare Verbindungen der alten eingeführt werden. In diesem Falle müfste 
man also erst die Gleichungen nach den alten Variabeln auflösen und die De- 
terminante des so erhaltenen umgekehrten Systems suchen. Aber da wir 
a priori wissen, dafs die Determinante eines umgekehrten Systems gleich ist 
dem reciproken Werthe der Determinante des ursprünglichen Systems. so 
läfst sich folgender allgemeine Satz aufstellen, in welchem wir, wie in dem 
vorigen vorausselzen, dafs die Integrale vollkommen bestimmt und von der 
Anordnung ihrer Elemente unabhängig sind. 
„Will man in ein vielfaches Integral mit den Variabeln uw, ®, w, 


statt dieser lineare Verbindungen derselben r, y, 2, .... substituiren. 
so ist. aufser der Einführung der neuen Variabeln selbst. nichts anders 
zu ihun, als cu oo ow .... dureh ©x ©y ©z.... zu ersetzen und 


das neue Integral durch den absoluten Werth der Determinante desjeni- 
sen linearen Systems zu dividiren, welches die neuen Variabeln in die 
alten ausdrückt.” 

Es versteht sich von selbst. dafs hierbei alle Coefficienten reelle Werthe haben 





müssen. 
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Um diesen Satz auf das vorliegende Integral (23.) anzuwenden, führen 
wir zunächst p, vw, z an die Stelle von %, v, w ein. Da die Determinante 
desjenigen Systems, welches y, w, y n ®@, v, w ausdrückt. wie schon of! 
bemerkt. —= — pa’ ist, so erhält man 


« | WM: yo 
A oz oy ow Öz, 
Una: a 2 


während die Ungleichheitsbedingungen dieselben bleiben wie in (21.) und (22.). 
Da das Produel „yy positiv ist. so lassen sich für g, vw, z nur die folgenden 
vier Zeichencombinalionen 


1} I 


+— I ‘ —— — u - - — 


’ Bu: ı Zu 2 2 3.78 EN = 
denken: und da für jede dieser vier Zeichencombinationen das Inteeral den- 
selben Wertu annimmt, so ist es erlaubt, dasselbe mit 4 zu multiplieiren und 


f, WW, y als posiliv zu betrachten. Da ferner aus (21.) 





a? 
A a. 
_ MB 
iolet. und da für z gar keine andere Bedingung Stalt findet, so können wir die 
i n. a? 
Integration nach 7 ausführen. von ==0 bis 5 und erhalten so 
4 (Loy ow 
y» pw 


unter der Bedingung 
0 = (LogA--LogB)logy +LogY.logw < 0 und 
0 = LogdB.logp — LogA.logw < o, 


wo g und nur posilive Werthe bekommen, und wo deshalb logy und log y 
an die Stelle von Logy und Log w geschrieben worden ist. 


Nun werde loegy =y, legw = 2 geselzt. also = e, u — e‘. 
Für diese Substilution wird die Functionaldeterminante 
og ey Oo 0% . ’ 
— .- << toed.e — pv 
0y ‚02 ey 023 PY > 
also ergiebt sich 
4 « [2 
A = 0[- UV UX23 
y» : 
0 — (LogeA—LogB)y-LogB.s < oo, 
0< LoeeB.y —LogA.z < oo. 


Führt man endlich die zwischen O0 und o in den eben geschriebenen 
Ungleichheiten stehenden linearen Ausdrücke von y und x als neue Variabeln 
uw und v ein. und bemerkt. dafs die Determinante des dieser Substitution ent- 


sprechenden linearen Systems = — Log A.(Log A -- Log B) — (LogB)’—= — no 
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ist, 50 ergiebt sich 
Tr — 5 /J ou & er 


0 u< oo, 0 nv < 0, 
folglich. wenn man die jetzt von einander ganz unabhängigen Integrationen 


nach 4 und » ausführt, 
40 
yn' 


Dies ist der Wert von A. Da derselbe von der Natur der speciellen Par- 
tialreihe, und auch von der der Totalreihe, welcher dieselbe ihre Entstehung 
verdankte, ganz unabhängig ist, so erhält man den Werth der Summe aller 
am Anfange von III. aufgestellten Functionen, wenn man A mit K° dividirt und 
mit der Anzahl der Partialreihen (17.) und mit 4 multiplieirt, also: 


4Ho (1 — at-LE, JM (t- £] ‚) 


ME) a. “E - 1)(ı -51%) i 


Da dieser Ausdruck in der That üdisnige Beschaffenheit hat, die am Ende 








des vorigen Paragraphen vorausgesagt wurde, so bestehen die dortigen Schlüsse 
in voller Kraft, und folglich mufs in den Gleichungen (5.) und (12.) des vori- 
sen Paragraphen statt der beiden Zeichen “ . blofs das Zeichen gesetz! 
werden. Der Ausdruck in (24.) ist also gleich dem Producte der Ausdrücke 
in (13.) und (14.). Der Ausdruck (14.) hebt sich gegen den enisprechen- 
den Factor in (24.) auf, und nach den Gleichungen (9.) und (10.). welche 
auch für e== I gelten, ist 


: [71m Bu; ERS. A AREA 
tn: 


und eben so, wenn überall [—]" statt [—] geschrieben wird. Alle / und y zu- 





sammengenommen erschöpfen aber die ganze Reihe der positiven Primzahlen 
ohne Ausnahme: also können nach demselben Prineip, welches im vorigen Pa- 
ragraphen angewandt wurde, er Ausdrücke rechts w einfachere Form 


p n 


ı 
annehmen. wo n alle posiliven ganzen Zahlen En N! vorstellt. 


Fafst man Alles dieses zusammen. so giebt (13.). - und (24.): 


2) 2-2 a 2: =L, Ir 





Crelle’s Journal f. d. 7. Bd. XXIX. a 1. 
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Dies ist der Ausdruck der Anzahl der nicht aequivalenten associirten Formen 

durch das Produet zweier Summen, die einander conjugirt sind und deren 

Produet folglich als die Norm jeder von beiden dargestellt werden kann. 

Man bemerke. dafs 9 | ae: ) ppas er = — 3—1)3—-N)=+#, oder 

\ „33 4.83 f 

3—0)(3— 0° 13 ist. je nachdem der Coölfieient von o in p, durch 5 

theilbar ist. oder nicht. (Vergl. die Abhandlung: „Nachtrag zum cubischen 

lkeeiproeitätssatze ” Seite 34 im 2Sten Bande dieses Journals.) 

Lehrsatz 8. 

„Die Anzahl der Ülassen von assochrtfen Formen ?st durch die 

Gleichung 


‚p<[n]t „fr Ti 
‘) 1 ug. ne Fre: ee 


40 piIn pP, D 
gegeben, wo 0 die Norm des Begulators einer Fundamental- Auflösung 
von bD— | und n alle positiven ganzen Zahlen vorstellt, und wo == 1 
oder 4 = 13 ist, je nachdem der Coöfficient von o in p, durch 3 theilbar 
ist, oder nicht.” 

V. Ehe wir zu der Summatlion der beiden Reihen übergehen, durch 
welche die Anzahl der Classen ausgedrückt wird. müssen wir noch einmal 
den Blick auf die Gleichung (12.) des vorigen Paragraphen werfen, in welcher 
— statt ° . zu setzen ist, und auf eine merkwürdige Folgerung aufmerksam 
machen, die sich aus jener Gleichung ziehen läfst. Wenn man in der zweiten 
und dritten der beiden Summen zur Linken dieser Gleichung an die Stelle 
von m resp. za’ und u setzt und die Multiplication ausführt, so erhält man 
die Tripelreihe 
a ? 7 So Ge 
Setzt man 

nm m' — M, 
so kommt in dieser Tripelreihe für einen bestimmten Werth von M das Glied 


| . 4 
TE serade so oft vor, als es die Summe 


x, Ind, m’ -} 2lnd, m’ 


— 0 
anzeigt; wo sich die Summation über alle Werthe von m’ und m‘ erstreckt. 
die man erhält, wenn man die ganze Zahl M, welche zu & relative Primzahl ist, 
auf alle möglichen Arten in das Product dreier (positiven) Factoren M == mn’ m‘ 
zerlegt. Gerade so oft mufs also auch in der Toltalität der Summen rechts 


in (12.). wenn man dieselben nach der Gröfse ihres Nenners ordnet, d.h. wenn 
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man in ihnen die Glieder nach der Gröfse des Nenners auf einander foleen 


>. f* * | . D id . r 
läfst, das Glied jr erscheinen; und gerade so oft wird also auch die Zahl M 


durch die Totalität der Formen (1.) eigentlich oder uneigentlich darstellbar 
sein, wenn man die Variabeln dieser Formen den Ungleichheiten (4.) unter- 
wirft. Dies giebt folgenden merkwürdigen Satz: 


Lehrsatz 9. 


„Jede positive ganze Zahl M, welche zu E re ar :" relalive 
Primzahl ist, d. h. welche weder durch ‘?, noch durch p, noch durch irgend 
einen der Primfactoren des Coöfficienten von go in p, theilbar ist, gestattet 
durch die den Ungleichheiten (4.) unterworfenen nich! aequivalenten asso- 
cirten Formen immer genau so viele Darstellungen, als die Formel 

(27.) 7 chi 2 Ind, m’ 
unzeigl, wenn Ind. sich auf die Primzahl p bezieht und mn’ m” alle 
möglichen Zerfällungen von M in das Prodwet dreier Factoren vorstelit. 

Während also die analoge Anzalıl bei den quadratischen Formen durch 
eine einfache Summe (durch den Überschufs u. s. w.) gegeben ist. erschein! 
sie hier als Doppelsumme. 

Beispiel. Es sei M eine Primzahl; dann hat man blofs die drei Zer- 
legungen 1.1.M, 1.47,.1. M.1.1, und da Ind. I =-0 ist, so ergiebt sich nach 


»)7 En ‚Ind. Ind. AI | 
(27.) blofs o 9 


I: also entweder 3 oder OÖ. je nachdem Ind. WM 
durch 3 theilbar ist, oder nicht. Wenn also #7 zu » nicht eubischer Rest ist. 
so giebt es gar keine Darstellungen; und ist M zu p ceubischer Rest. so gieb! 
es 3 Darstellungen, welche immer zu einer und derselben, oder zu correspon- 
direnden Formen gehören und aus einander durch Permutation der Linearfacto- 
ren abgeleitet werden können. Es zeigt sich also, dafs alle Primzahlen nach den 
’ormen, durch welche sie darstellbar sind, in Classen getheilt werden können. 

Besonders merkwürdig ist der Fall. wenn nur eine Classe vorhanden 
ist. d.h. wenn H== 1 ist. In diesem speciellen Falle wird diese eine Classe 
immer durch die Form & repräsentirt, und der Satz 9. eilt von dieser Grund- 
form «# allein. Eben so gelten dann auch die am Anfange von $. 10. ent- 
wickelten Betrachtungen von der Form & allein, und es läfst sich aul diesen 
Umstand eine Theorie der complexen Zahlen von der Form 


3 3 
en 9 Kor = ig ! a 2 / “ 
uU er Wwo)y PP) re rwo)y\PP: 
gründen, welche in diesem Falle in Beziehung auf Zerfällung in complexe Prim- 


5 
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factoren u. s. w. ganz die Eigenschaften der gewöhnlichen Zahlen theilen; auch 
könnie man für diese neuen complexen Zahlen eine Theorie der quadratischen 
Formen aufstellen, indem man die Coöfficienten und Variabeln der Formen 
selbst von dieser eomplexen Form annimmt u. s. w. 

Das Resultat des Lehrsatzes 9. läfst sich in analytischer Form durch 
die Identität der beiden folgenden Reihen aussprechen, in welchen .7 eine ganz 
willkürliche Funelion bezeichnet: 

(28) Fe ter Lmm'm‘) = ZAF)+ZAF)+ ele. 
\lle vorkommenden Summen sind Tripelreihen ; »n, »2‘, m’’ bedeuten. unabhängig 
von einander, alle ganzen positiven Zahlen, welche zu E relative Primzahlen 
sind, und die Summen rechls erstrecken sich über alle ganzen Werthe der 
Variabeln in den Formen F, £“, .... FD, welche den Ungleichheiten (4.) 
senügen und den Formen positive Werthe geben, und auf solche, die zu E rela- 
iive Primzahlen sind. Setzt man z. B. A(2)==g°’, wo g<Z1 ist, so erhält man 
(29.) Zg'nd- m’ +2 Ind. m qm mm FLZGFL elc. 
Eine der drei Summationen links läfst sich mit Hülfe der Kreisfunctionen 


en > / 


ausführen und eine zwer/e mit Hülfe der ellöpfischen Functionen, und man 
erhält dann links einfache Reihen, welche nach elliptischen Functionen der 
Vielfuchen eines Arguments forllaufen, so dafs man auf diesem Wege zu 
einer merkwürdigen Transformation einer transcendenten Function gelangt, die 
bisher von den Analysten noch nicht untersucht worden ist. Alles dies be- 
rühren wir jedoch hier nur im Vorbeigehen, weil diese Sätze nur ganz 
specielle Fälle viel allgemeinerer Wahrheiten sind, von welchen wir am pas- 
senden Orte mit aller Ausführlichkeit sprechen werden. Wir wollen blofs 
noch zeigen, dafs die Tripelreihe in (29.) convergirt und dafs sie von der An- 
ordnung ihrer Glieder, also auch von der Ordnung, in welcher man die beiden 
Summationen ausführt, ganz unabhängig ist. In der That wird diese Reihe 
die eben erwähnte Eigenschaft in um so höherem Maalse besitzen, wenn die 


Reihe Igm mm, sie besitzt, in welcher m,, »m,, »r, nicht mehr blofs die rela- 


tiven Primzahlen zu #, sondern alle möglichen positiven ganzen Zahlen als 
Werthe erhalten. Es läfst sich aber allgemein zeigen, dafs jede Reihe von 
der Form 

Zg" MM, eh, Bose Ss, y Fr I. 
in welcher m,.,.... n,, unabhängig von einander, alle positiven ganzen Werthe 


erhalten, convergent und von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig ist. 


Es sei M eine bestimmte positive ganze Zahl, so wird die Potenz 4” so oft 








2. Eisenstein, Formen dritten Grades mit 5 Variabeln. 45 


in der Reihe vorkommen, als diejenige Anzahl anzeigt, welche man erhält. 


wenn man auf alle mögliche Arten 

M —= mm,....m, 
setzt, statt jedes dieser Producte n,n,.... m, das folgende I.!.... IL schreibt. 
und die Summe aller dieser Einheiten nimmt. Diese Anzahl wird aber gewifs 


kleiner sein als diejenige, welche man erhält, wenn man, statt in dem Producle 


RM, .... m, die Elemente blofs Factoren von M durchlaufen zu lassen. den- 
selben vielmehr alle Werthe aus der Reihe !, 2, 3, + bis M viebt: letztere 
Anzahl ist aber offenbar — M“. Da nun die Reihe 

M=zx« 

> M“g" 

Mzzi 7 


immer convergirt, so wird die Reihe S dieselbe Eigenschaft in noch viel höhe- 
rem Grade besitzen. 
Wir bemerken noch, dafs, analog der Gleichung (25.). auch die fol- 
sende Statt findet: 
80.) TAT) — TAF)TAR)....: 
wo aber ebenfalls, wie für die Summen in (28.), nölhie ist. dafs vermöge 
der Form der allgemeinen Function 1 die unendlichen Producte von der An- 


ordnung ihrer Factoren unabhängig sind. 


Definitive Bestimmung der Anzahl der Classen. 
$. 12. 

Wir kommen zu der Summation der beiden Reihen, durch deren Produe! 
die Anzahl der Classen ausgedrückt wird. Da die zweite dieser beiden Reihen 
aus der ersten durch die Vertauschung von o mit o° hervorgeht, so braucht 
man nur die Summe der ersten zu suchen und wird daraus die der zweiten 
erhalten, wenn man in dem Resultate o mit 0° vertauscht. 


iu ERR3 ; . ’ wu 
Die Summe >|] -, Ist ganz gleichbedeutend mit Fo“ —,, wenn 
f „ l 


man nur festsetzt, dafs o""” für den Fall n==0 (mod. p). wo diese Potenz 
eigentlich ohne Sinn ist, die Null vorstellen soll. Um die Summation aus- 
zuführen, mufs man sich der Formeln in $. 1. bedienen. 

Nach dem ersten Paragraphen ist, wenn r eine imaginäre pte Wurzel 


=n—1 k=r—l 
der Einheit bezeichnet, I or — o"i”, & ot pl, also 
1 kl 
x’, ?lInd.k „nk 
ot". jpEE®  . O r 





y 


?1Ind. k r' Ne 


=e 
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Diese Formel gilt, wie dorl bewiesen wurde, für alle nicht durch p theilbaren 
Werthe von n: aber sie gilt auch, nach der getroffenen Übereinkunft. wie 
man sieht, für a =0 (mod. p). Dieser Werth von o""", in die Summe nach 
n veseizti, giebt 


kzp—-in=x ‚nk 
x < ind, k ? 
n— x N — au 0 — 
x 0" n; u sl n=1 ni 
wer N in a 
Een > ind, ‘ 
a 


Die Summation nach n läfst sich jetzt vermöge bekannter Formeln ausführen. 
ls ist nämlich. wenn Log den natürlichen Logarithmen des analvtischen Mo- 
duls eines imaginären Ausdrucks bezeichnet. da r! und r* —. rir-h conjugirte 
Werthe sind. 


n zit ph pt ’ 
pi 1 tt. 
2 J 4 | 2 
PN) y3p—h)  yHp—h) —= — Log(1—r )— Log (I-—-rr”): 
r!' Be + — + u -.+ -—- — r 
2 > + 
also erhält man, da Ind. (—1)== 3 (p—1)==0 (mod. 3), folglich oe» 
un ist, 
i=-p-In=» wr york k=p—1 \ 
> % u ?ind, ne > 2? Ind. kv . ö 
Es Zoo = = [—e"""Log(1—r’)]. mithin 
kei =1 n i=1ı 
kzp-—1 
€“ Ind, A ’ N 
hie 0 Log (1—r‘) 
er) Een ae au 
a n ne 
= P? ( nd, A r" 
kml 


Eben so ergiebt sich also auch für die Summe der andern Reihe: 
k=p—l 
>> gn Log ( l FE r}) 


(32.) 53 er ba uuun 5 ob "amp 
—1 : ” a Ind. A „/. 
E glndk zei 
km 
Das Product der beiden Nenner rechts in (31.) und (32.) ist nach €. 1. 
Formel (5.) = p, und die Zähler können folgendermafsen transformirt werden. 
Setzt man, wie in $. 2., 
ıP—1 . 
. .. — 637 ER 
v—l PERF 


wo 5, 7, > dieselbe Bedeutung haben sollen. wie in $. 2., und bezeichnet 


(X ar" „ar i a , ß* P BIZ r ’ Par, u x s 
durch 2°, HH, rt... Rt re resp. die in der 
ersten, zweiten, dritten Periode enthaltenen Wurzeln der Einheit. so dafs für 
alle «, Ind.«==0 (mod. 5), für alle 5, Ind. == 1 (mod. 3), für alle z, 
Ind. ; 2? (mod. 3) wird. so erhält man 
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e — (—r“) I— r1—r°") . = je 7 
” \ = => wi | wenn in S, 7, S der Werth 
> = I|— r?\ — r! I—r’).... h FA j 
s ‚A I % | substituirt wird. 
= At— ri 1— ri)l—r’ y' vs 
folglich | | 
1ZpD— er er 
= o""* Log(I—r') == Logs -oLogn- vo Log. 
=] 
k=r—1 h ’ i j 
‚= 0° "© "Log(1—r*) = LogS- o*Logn-- o Log: 
es 


"- 


und zwar S, 7, 5 für den speciellen Werth z = 1 genommen. Subslituir! man 
nun die Werthe aus (31.) und (32.) für die Reihen in (26.) und benutz! 


das eben (resagte, so ergiebt sich 


‚dy6 ) / . ! 2) - '- ) I» 
(33) H= 7, (Logs -oLogny- o’Logs)(Logs --o’Logn  -oLog-): 
wo 44 oder = 13, je nachdem der Coeffiecient von o in p, durch 3 theil- 


bar ist, oder nicht. 

Es handelt sich jetzt darum, das eben gefundene Resultat in seiner 
definitiven Form aufzustellen. 

Man bemerke zuerst, dafs diejenigen Ausdrücke, welche wir hier durch 
<, n, > bezeichnen, nichts anders sind, als was in $. 4. durch resp. 


) 
1 ar 3 
1 F ff N // \ Fa 
(U, r Y YıPPıT 2, YiPP:)) a 
3 3 
ri | 7 ’p I [4 , / \ 
3 O4 oe y(pp)+£, 0 Y(pP:)) u 
3 3 
1 Re F B /P: 1% ” Em 
(OD, Yıe’ypp)4+-Zuo yipp2)) = - 
bezeichnet wurde; dafs folglich die Formel (3.) im eben citirten Paragraphen, 
welche unendlich viele Auflösungen der Gleichung & -—- 7 lieferte. auch wie 


c 3" 
(3) | 
Yp 


In $. 4. III. zeigte sich nun, dafs aus zweien der in dieser Formel enthal- 


folgt geschrieben werden kann: 


tenen Lösungen von PD == 27 eine Lösung der Gleichung $ -—- 1 abgeleitet 
werden kann. Es sei der Kürze wegen 
S S 1 ur aa 
pr or — N . e; DE 
vr vn Yp 
Ir Sy" 2 rzıy3® 
35)" und 3(5’) 
zwei solche Lösungen der Gleichung = 7, welche nach $. 4. Ill. durch 


ihren Quotienten den ersten Linearfactor einer Lösung der Gleichung $ = I 
seben. Da also 


Sr 


; 
a)» 


und es seien 





ZI u 30 


(5) 
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den ersten Linearfactor A für eine Lösung der Gleichung & — I giebt, so mufs 
7 > « a S + N . in £ ar 
der Regulator dieses Ausdrucks in der Form (k -Hle)(LogA —oeLogdB) ent- 
halten sein; wo A und ! ganze Zahlen sind. Die dem A correspondirenden 
Linearfactoren sind nun 
dene Y ya zm _ 3" 

B BE. KR | R) Ü no (9 9 

also ist der Regulator 
en ( ap ei K > ‚(Log & vo Logr/‘ )s 
so dafs man 
(31) 0”— 3") (Logs’— e Logn‘)— (k -le)(LogA - gLog®) setzen kann. 
Von der andern Seite ist 


; 5 ui ‘ n’ 
Logs -oeLogn- e’LogS — Logs’—+ go Logn'+0°’Logd’- = Log(}, )—_’ Log(}- ). 


Aber da Snü==1, so ist offenbar 
& 2 n‘ u ie 
Log(“) — o° Log 7) = (1—o°)(LogS’— o’Logr/‘). 
> < 
also ergiebt sich 
Logs-- oeLogn +-o’LogS = (1—e°)/Logs’—e’Logr‘),. eben so 
Log&--o’Logn-- eLogd = (1—e) (Logf’— o Logn') 


und folglich aus (39.): 
(35.) 4Ho=34(Logs’—e Logn‘) (Logs’— eLogn‘)— 34 N/Log. "—oLogr’ 
also mit Hülfe von (34.) 


5 j or) _— 4 h; 
ER 3A N (Log un In Each sd H— 3AN(k-+10) 


4.N( Ka —,9") 4 N(3r _ 3") ° weil 
N (Log A—oLogdB) = © ist. 
Da nun 3, 4 und 4 selbst Normen ganzer complexer Zahlen sind, so ist die 


. 


eanze Zahl Z7 ein Quotient aus zwei Normen, mithin, nach bekannten Ele- 
mentarsätzen der complexen Zahlen, selbst eine Norm, so dafs man 
(36.) HH w"—ur-v 
seizen kann, wo « und v ganze Zahlen sind. Setzt man diesen Werth in (35.), 
folgt 





3A NLogs’—eLogn‘) . 

4 ’ 
also zeigt sich, dafs der Ausdruck zur Rechten in der eben geschriebenen 
Gleichung, welcher durch die Kreistheilung vollkommen bestimmt ist, die Norm 
eines Regulators für eine Lösung der Gleichung P=1 darstellt. Diese 
Lösung nennen wir die Kresstheilungslösung. Die Anzahl der Classen wird 
also gefunden, wenn man die Norm des Regulators einer solchen Kreisthei- 


} / !  — 
N(u- vo)o = 


lungslösung durch o dividirt. 
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Lehrsatz 10. 
„Wenn man irgend eine Lösung der Gleichung 


wW--pp(vo+wo)”+-pp(w+ we’ —3pu(v--wo)\v--weo') — | 
bestimmt, für welche die Norm des Regulators 


£ 
34N | Los ( ;.) — oLog (3) | 
Yp vp/) 
4 
wird (wo »— 4 oder — 13 ist, je nachdem der Coöffieient von go in p, durch 
3 theilbar ist oder nicht, und wo S und n die Werthe bezeichnen. welche die 
beiden ersten der drei Linear-Factoren von 


al, 
—_T ($ 2.) 


für 2 I annehmen), und für diese den Regulator 





zu (u - vo) LogA — o Logs) 
selzt, so giebt W"’— uv--v’—H die Anzahl der Classen assocürter Formen. 
Oder kürzer: 

„Die Anzahl der Classen :st gleich dem Quotienten aus der Norm 
des Regulators eimer Kreistheilungslösung und der Norm des Re- 
qulators einer Fundamental- Auflösung der Gleichung Pb == 1." 

Dieses Resultat gehört, wenn wir nicht irren, zu den interessante- 
sten und ınerkwürdigsten der höheren Arithmelik, und enthüllt wieder eine 
jener verborgenen Beziehungen, welche den zahlentheoretischen Untersuchun- 
ven ihren hohen Reiz verleihen. Das Merkwürdigste des Satzes besteht darin, 
dafs sich die Anzahl der Classen durch eine quadratische Form W— uv |-v” 
ausgedrückt ergiebt; und dieser Umstand gewährt einen tiefen Blick in Unter- 
suchungen ähnlicher, aber höherer Art. 

Die in dieser Abhandlung betrachteten Formen verhalten sich zu einer 
allgemeineren Gattung etwa wie die quadralischen Formen, deren Determi- 
nante eine Primzahl ist. zu den übrigen, obwohl dieser Vergleich nicht ganz 
genau ist, da die cubischen Formen eine weit gröfsere Mannigfaltigkeit ha- 
ben, als die quadratischen. In einer nächsten Abhandlung werden wir die 
zerlegbaren Formen des dritten Grades mit drei Variabeln in ihrer ganzen 
Allgemeinheit behandeln und auch besonders auf die merkwürdige Eintheilung 
derselben in Geschlechter (genera) (deren Anzahl immer eine Potenz von 3 
ist) Rücksicht nehmen. 


un 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIX. Heft l. 
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Schliefslich bemerke ich, dafs die Formel (26.) im vorigen Paragra- 
phen nicht ohne Wichtigkeit für den von Drrichlet gegebenen Beweis des 
Satzes über die arithmetische Progression ist: denn da 4 = 1, also von Null 
verschieden ist, so ist auch das Product der beiden Reihen rechts, folglich 
jede derselben, von Null verschieden. Allgemein haben wir durch eine ana- 
loge und bemerkenswerthe Betrachtung bewiesen, dafs das Product der 
sümmtlichen von Derichlet in der Abhandlung über die arithmetische Progres- 
sion betrachteten Reihen, also auch jede derselben, von Null verschieden ist. 


Berlin, im September 1844. 





Zusätze und Berichtigungen. 


In 8.4. IV. lese man statt „und A gegen die Voraussetzung örrational” 
„und A gegen die Voraussetzung rational”. 

In 8.7. 1. 13te Zeile, statt „die andern sind ungerade” lese man ..die 
andere ist ungerade” 

Zu $.10. I. Dort wird in 1. behauptet, dafs die kleinste positive Zahl. 
welche durch eine associirte Form darstellbar ist, immer < $p sei: statt dessen 
ist zu lesen, dafs diese kleinste Zahl immer < 16p ist. In dem Beweise 


% 
‘ 


dieses Satzes lese man nach der Ungleichheit 
N(a’) < N(b--en--f$) N(b+egn-+-fe?9) N(b-Heo'n--fo9) 
stalt des dort Stehenden, wie folgt. „Hieraus ergiebt sich 
a < yYN(b-+en-+f9)yN(b-+-eoen+fe3) YN(b--eo’n--fo9). 
also um so mehr noch, nach einem bekannten Satze und wegen N(n) — 
N9)=p, N)— Ne)=1, No=N(f}: 
@ <{yN(b)--2ypyN(e)}, 
a — YN)4 2yp Ne) 
Aber yN(d)<Ya und YN(e)< ya, folglich 


a<4ta-NIypya, La<Nypya, a<Atypyu, 


mithin, wenn man durch ya dividirt: ya<4yp und a< 169.” In 1.2. ist 
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nun auch überall < 16p statt <3p zu lesen. Wenn man jedoch dem Be- 
weise eine andere Wendung giebt, so kann man die Grenze für « noch bedeu- 
tend redueciren. Dies ist jedoch für unsern Zweck von keinem grofsen Belang. 
da es nur darauf ankommt, eine Grenze für « zu haben. die von a selbst 
unabhängig ist und nur von p abhängt. — Um zu irgend einer gegebenen asso- 
ciirten Form eine aequivalente zu finden, deren erster Coöfficient unter einer 
solchen Grenze, z. B. unter 16» liegt, verfahre man wie folgt. Der erste 
Coöfficient der gegebenen Form heifse « Man verwandele dieselbe in eine 
aequivalente mit dem ersten Coöfficienten @, in welcher die in den Linear- 
factoren vorkommenden ganzen Zahlen 5, ce, d den in $. 10. 1. 1. aufgestellten 
Bedingungen genügen. Wenn in dieser neuen Form der Coöffieient von », 
d.h. vom Cubus der zweiten Variabeln, absolut genommen, — «a ist, so wird 
nolhwendig « < 16p sein. Im enigegengesetzten Falle, d. h. wenn der Co6f- 
ficient von vo’, den wir durch a, bezeichnen, absolut genommen, < « ist. so 
transformire man die zweite Form in eine dritte, deren erster Coöfficient «, 
ist und in welcher 5, c, d den erwähnten Bedingungen in Bezug auf «, ve- 
nügen. Diese Transformation ist offenbar möglich, da @, durch die zweite Form 
eigentlich darstellbar ist, wenn man den Variabeln die Werthe u—=0, v — |, 
w=—=() giebt. Istin der dritten Form der Coöfficient von v’, a, —q@,. so is! 
dieselbe die verlangte: ist hingegen wiederum 4,<Z a,. so transformire man 
die dritte Form in eine vierte, deren erster Coeflicient — «a, ist und in wel- 
cher wiederum d, ec, d den Bedingungen N(b)=- 4a, Nic+de)<_.a, ge- 
nügen. Dieses Verfahren setze man so lange fort, bis man endlich zu einer 
Form gelangt, in welcher @,,, — «a, ist; was nothwendig geschehen mufs, da 
die Reihe der ganzen Zahlen 
4, &. 4, 4, 

ihrem absoluten Werthe nach fortwährend abnehmen soll. die Null aber in der- 
selben nicht vorkommen kann. Die letzte Form, deren erster Coöfficient — «, 
ist. wird allen verlangten Bedingungen genügen. Stalt der Zahlen db, c, d kann 
ınan auf dieselbe Weise die Zahlen #‘, c‘, d’ nehmen; man mufls dann den Coef- 
ficienten von ww’ in den verschiedenen Formen demselben Verfahren unterwer- 
fen, welches so eben auf den Coefficienten von v’ angewandt wurde. Am 


schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man abwechselnd bald den Coeffi- 
cienten von v’, bald den von w’, der angegebenen Reduction unterwirft. Ein 
in diesen Betrachtungen geübter Leser wird übrigens leicht wahrnehmen, dafs 


dieser letztere Theil des Problems der bekannten Reductionsmethode bei den 
7* 











r 
vw 
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quadratischen Formen ganz analog ist, und dafs die Hauptschwierigkeit nur in 
der Angabe der Grenzen für die Zahlen 5, c, d in Bezug auf den ersten 
Coöfficienten besteht. 


Die Construction eines vollständigen Systems nicht aequivalenter 
assocürter Formen geschieht auf folgende Weise. Man bilde alle Systeme 
von nicht negativen ganzen Werthen der Zahlen a, db, c, d, db, ce, d, t, t', 
welche den folgenden Bedingungen genügen: 


O<a< irn, Man Im, hr CA, 
ee ee og yi 
Jedes dieser Systeme, deren Anzahl offenbar endlich ist, setze man in das 
Product der drei Linearfactoren (13.) in $.5., und versuche, ob für das- 
selbe «° gröfster gemeinschaftlicher Theiler der Coöfficienten des entwickelten 
Productes (13.) wird. Alle Systeme, welche dieser letztern Bedingung ge- 
nügen, geben eben so viele associirte Formen; und jede andere associirte Form 
wird einer von diesen aequivalent sein. Nachdem man die so gefundenen 
Formen in einer beliebigen Ordnung hingestellt hat, vergleiche man die erste 
(nach $. 9.) mit allen folgenden, um diejenigen zu streichen, welche ihr 
aequivalent sind; hierauf vergleiche man wiederum unter denjenigen Formen, 
welche diese erste Operation übrig gelassen hat, die zweite mit allen folgen- 
den und slreiche die ihr aequivalenten, u. s. w. Man braucht übrigens nur 
diejenigen Werthe von @ zuzulassen, deren Primfactoren 3, oder p, oder 
eubische Reste zu » sind; auch wird man sicher sein, keine Formen aus- 
zulassen. wenn man nur diejenigen Werthe von @ betrachtet, welche unter 
der Grenze 4p liegen. 


Wenn F' irgend eine associirte Form vorstellt, deren erster Coefficient 
— 4 ist, so läfst sich «° F' auf die Form wW-+-pp,y’--pp2’—3puyz bringen: 
also hat man «’F'== u’ (mod. p,), folglich nr eh, u —[#]: d.h. 

Pı Pı Pı 

alle durch die Form F' darstellbaren Zahlen haben zu p, denselben cubischen 
Character (es wird vorausgesetzt, dafs « und der Werth von # zu p relative 
Primzahlen sind). Da eine ganze Classe von Formen dieselben Zahlen darstellt, 
wie jede in ihr enthaltene Form, so entspricht jeder Classe en ganz be- 
stimmter cubischer Character in Bezug auf die complexe Primzahl p,. Man 


könnte hierauf eine Eintheilung sämmtlicher Classen associirter Formen in dre: 
Genera gründen. Es ist nun leicht, mit Hülfe des cubischen Reeiprocitätsge- 








| 
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setzes und des in $. 7. bewiesenen Satzes, dafs für jeden complexen Prim- 
theiler Ö einer durch eine associrte Form darstellbaren Zahl [FF] == | ist. 


zu zeigen, dafs nur eines dieser 3 Genera wirklich existirt. Aber man kann 
dieses letztere Resultat auch ohne Hülfe des Reciprocitätsgesetzes ableiten; und 
zwar auf einem Wege, demjenigen ähnlich, welchen @au/s in dem, an den 
tiefsten Gedanken so reichhaltigen, leider noch so wenig gekannten zweiten 
Theile der äten Section seiner Disg. arithm. eingeschlagen hat *). Hieraus 
ergiebt sich dann endlich auf umgekehrtem Wege ein neuer Beweis des eubi- 


schen Reeciprocitätsgesetzes. 


*) Nämlich durch Betrachtung der correspondirenden Formen der Classen «$. 5. IH.) 








r 
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3. 


Note sur deux formules donnees par M.M. Eisen- 
senstein et Hesse. 


(Par Mr. A. Cayley a Cambridge. ) 


Mr. Eisenstein a donne cette formule assez remarquable: 
(@d’— SV ce +-4ac—+4db’ —Gabed)} 
— A’D’—3B°’C’+4AC’--4DB’—6ABCD. 
ou A, B, C, D sont des fonctions donnees de a, b, c, d. Cela peut se 
eeneraliser comme suit. 
Soil 
u— al --VWg--OfAde—N2ahbg—?2ahcf—Nahde 
— 2bgef—Nbgde—Ncfde--tadfg--4bceh, 
el de plus 
I du 
u 1 77 


1 du Ba .... Be 
2 'db’ Ü — 2'’de? Fa H — 2 "dh 


Representons par U la meme fonction de 4, B, C,.... H, que la fonction 


B 


l'est des quantites a, d, ec, .... h, Von a l’equalion 
Ü = W. 
C'est un cas parliculier d’une propriele generale de la fonclion a, que 

l’on peut @enoncer ainsi. Jmaginons la fonclion 

az, Yı?zı + bz, Yız2- cz, Y2?ı +de, Y2 27 

Fenyıay fa yıa 7 geyızı hayez 

transformee en 

aasyaz tl ar a+... Hm y%2% 


par les substitutions 


Dhntha, yzamyıtay, senzitng, 
nehstkn, yemyıtay, Benatis; 
et soit @', la fonction analogue a %, des nouveaux coeflicients «', d’/, ec‘, .... h': 
u —= (kb — a4) (1 — 1; 1) (my, —r,r1). U. 


En echangeant seulement les 3, ceci donne 
u —= (rn — vr). U, 
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ou 
«=ratvie, Yarnb-vf, d=re-rvg d’ —=v,d--v,h, 
e—=natve, fenbirnf, Ymrc+ng, WNend-v,h. 
Soit 
v, = ah—bg—cf—de, 
v, = —Yad—be), 
v, = — 2(eh—fg), 
, — ah—by—cf—de (=»,), 
on trouve d’abord 
vn—rr) = u au uW— u, 


et puis, en ayant egard aux valeurs de A, B,C,.... H: 
a«—H, b’=--G, c‘=—-F, d=E, 
e =D, f'=-B, y=-—-t(, W=ÄA, 
de maniere que W — U, d’oü enfin 
U == WW. 
La propriete de la fonclion % que je viens d’Enoncer, se rapporte a une 
Iheorie assez generale, d’une nouvelle espece de fonctions algebriques dont je 
m’occeupe actuellement, et lesquelles a cause de leur analogie avec les deter- 
minanles, on pourrait comme je crois nommer „Hyperdeterminantes.” Je me 
propose de poser les premiers fondemens de cette theorie dans un memoire qui va 
parailre dans le prochain No. du „Cambridge Mathematical Journal” (No. XX11.). 
A present je passe a une formule de Mr. Hesse, qui se rapporte aussi 

a la meme theorie. Soit V, une fonction homogene du troisieme ordre. et a 
trois variables x, y, 2. Soit VÜU, la determinante formee avec les coeffieients 
du second ordre de V, arranges en cette forme: 

av d:V d?V 

dx? ’ dxdy’ dxdz’ 

d?V d:V d:V 

dydx’ dy: ?’ dydz’ 

d:V d?V d=V 








dzdx’ dzdy’ dz? 
soit « une quantite constante quelconque et soient A et B deux autres con- 
stantes determines: Mr. Hesse a demontre l’&quation remarquable 
V(U-aVU) — AU-BVU; 
mais sans donner la forme des coeflicients A et B, ce qui parait eire tres 
diffieille a effectuer. En considerant le cas d’une fonction homogene de deux 
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variables seulement, mais d’ailleurs d’un ordre quelconque. on parvient a un 
Iheoreme analogue qui m’a paru interessant. 
„„Soit U une fonction homogene et de l’ordre v des deux variables 
d:Y d? V d’V \ı 
da: a — (ar05) 
v—Y)v— 3). V(U-aVU) = 

1 r.r I) — 3). Ja-+-rv.(v—1) (27 — 5)’ 1a U 

(dr — 3)’ + — Yr—3)Qr —S)JaıVU. 
En representant par 2,7, &, !, m les coefficients differentiels du quatrieme ordre 


de U, ona 


.lona 


4 


x, y, et VU la determinante 


I = ikm—ıl" — mj’— R--Njkt, 
j J — Yl— 3k’—mi, 
de maniere que Z, JS sont des fonctions de x, y des ordres 3(v—4) el 
2(r — 4) vespectivement.” 
Ce quil y a de remarquable, c’est la forme de ces deux quantites I, J. 
On voit d’abord que la fonction J est la determinante formee avec les termes 


, I KR 
I kh, 1 
k, UL m. 


Mais de plus les deux fonclions T, J ont la propriete suivanlte. Si l’on imagine 
une fonction du quatrieme ordre 
Yen +6 HE mn, 


transformee en 
l’ a 4‘ &3 n‘ + Hk’ &? n"” - Ar En” £ ın’ r a, 


au moven de 


Un 
| 
\ 

> 


en representant par 4’, .J’, les memes fonclions de 2,3, Ak, lC, m, ona 
J — (kuW—4 u). J, l! — AwW— Wu). 1. 
l.’on parviendrait, je crois, a des resultats plus simples en considerant 
une fonetion U, homogene en X, y, et aussi en &,, Yı, el en posant 
Vuo— d? V d?V d?V d:V 
"daeds, dydy, dzdy, dydı,' 





Par exemple, si U est du second ordre en z,y et aussi en X,. y,, de maniere que 
U— »1.(Ae®-+?2!Brey-Cy) 
. FU I? | ° REG 9 
HIey,(A’z -2B’ay-+Cy’) 
ryi. (Mai 2Btay+C'y), 
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On a simplement 

VVU= AU, 
en representant par A la determinante formee avec les coefficienis 

A, B, 6; 

a, m %, 

”.w 0 
et multiplice par 2°”. Mais il faudrait developper tout cela beaucoup plus loin. 

P. S. Je ne sais pas si l’on a jamais discute la question suivante. qui 

doit conduire, il me semble, a des resultats imporlants. Soient L, M, L/, M', 
U, V des fonctions de x. En &liminant cette variable entre les @qualions 
LU+-MV=0 etL’'U-M'V=0, ei en representant l’öquation ainsi oblenue par 
[LU--MV, L'U--M'V]=0, et de meme par [U, V ]— 0 l’equation obtenue en 
eliminant z entre U=0, V—=0, il est clair que [LU-+ MU, LU’U--M'YV| 
contiendra [U, V] comme facteur: quelles sont maintenant les proprietes de l’autre 
facteur qu’on peut Ecrire sous les trois formes: [LU--MV, LU-MV]:[U,V |. 
ILU-MV, LM —-L'M]:|L,M] ea [L’U+M'V, LW-- LM]: [L‘, M'j)? 


Creile’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Helft I. = 
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4. 


Kineyklopädische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 


(Vom Herausgeber dieses Journals. ) 


( Fortsetzung der Abhandlung No. 2. im Iten, No. 10. im 2ten, No, 26. im 3ten Hefte 27ten 


und No. 13. im 2ten Hefte 2Sten Bandes.) 





$. 74. 
Lehrsatz. 
Wenn die x in der Gleichung 


1 2 3 n 
1. aX--X--9,X- + 8, X un 


der Reihe nach m,. m,. m,. .... m, verschiedene Werthe haben kün- 


nen, während die a immer dieselben Werthe behalten, so kann die 
Anzahl der verschiedenen Werthe, welche z bekommen kann, 


u  ® © Te 


sem; nicht gröfser, wohl aber kleiner, 
l 
Beweis A. Zu jedem der nm, verschiedenen Werthe, welche soll 
haben können, gehört ein, und nur ein Werth von z, wenn die übrigen x, 
eben wie die a, dieselben Werthe behalten. Also bekommt 2, wenn zunächst 
1 


nur x allen seinen Werth ändert, »2, Werthe; und nicht mehrere. Und zwar 


sind alle diese an, Werthe von & nothwend:g von einander verschieden. Denn 
l 1 1 
geselzt, zwei verschiedene Werthe x, und x, von x gäben, mit gleichen W er- 


Ihen der übrigen x, so wie der a, gleiche Werlhe 2, von 2, so mülste 


1 2 3 n 
(ar 4,C44,%--....+4,2 — 2, und zugleich 
3. S i 2 3 7 
la,2;- 4,0 --4,% Po. -Ta,7 = 2» 
also, Eins von dem Andern abgezogen, 
1 i 
4. aa —-%) = 0 


l l 
sein; was nicht sein kann. insofern x, und x, nicht einander gleech sein sollen. 
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B. Bezeichnet man nun die z, welche für die verschiedenen x, Werthe 
l 


von x entstehen, während die übrigen z, so wie die «, dieselben Werthe be- 


halten, durch &,, &, 235 +. 2m, und läfst darauf & für den ersten Werth 
l 
von x seine m, verschiedenen Werthe annehmen, so bekommt das dem ersten 


1 
Werth von & entsprechende 2, gemäfs (A.) seinerseits »n,, nothwendig ver- 
2 i 
schiedene Werthe. Läfst man x für den zweiten Werth von x seine m, ver- 


schiedenen Werthe annehmen, so bekommt das dem zweiten Werth von 
entsprechende 2, ebenfalls n,, nothwendiyg unter sich verschiedene Werthe 


l 
So bekommen für jeden der »n, verschiedenen Werthe von & die demselben 
entsprechenden &,, 32,3 23, --.- &n Jedes m, unter sich verschiedene Werihe; 
also ergeben sich überhaupt m, nal ın, oder m, m, Werthe von 2, die allı 





gruppenweise unter sich verschieden sind; und necht mehrere, da zu jedem 


2 


1 2 
Werth von z oder x nur ein Werth von & gehört. 


©. Aber diese mn, »n, Werthe von 2, aus den verschiedenen Gruppen. 
sind schon nicht mehr nothwendig alle von einander verschieden. Denn se- 


1 2 l 2 
setzt. die beiden bestimmten Werthe x, und x, von z und x gäben den Werilı 
x von x und die beiden andern Werthe 2, und &, von z und x eäben den 


Werth x von 2, beides während die übrigen ©, so wie die @, denselben 


Werth behalten. so dafs also 


1 2 3 4 
- | | in a u EU 
I. MD TRLOTGLCTATCH.... EC — 2%, und 
1 2 3 + n 
» | | | E » 
. tn +GC+aTC-—.... 748 = 2% 
wäre. woraus, wenn man Eins vom Andern abzieht, 
l 1 2 2 
T. 40 — 2) +98, —0) = A — 2: 
folgt, so kann allerdings in (7.) 2, glech z, sein; denn dies giebt vermöge (7.) 
1 1 2 2 l l 2 
S, a2, — 25) +4(%, — %:) — 0 oder Ad, (X —%;) - - d,\ do —iL, 


l l 
und diese Gleichung kann Statt finden, sobald nur die Differenzen z, — x, der 


1 2 2 ) 
uneleichen x mit a, und die Differenz 2, — x, der ungleichen x mit «a, aufgeht. 
1 2 
Also kann, wenn in (1.) x seine m, und x seine », verschiedenen 
Werthe annimmt, während die übrigen ©, gleich den a, dieselben Werthe 
S# 
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behalten. z zwar nicht noch?! mehr als m,m, verschiedene Werthe bekommen, 
wohl aber wenzger. 
D. Bezeichnet man wieder die m,m, verschiedenen Werthe, welche 


1 2 
nach (€) z in (1.) dadurch bekommen kann, dafs x und z ihre m, und m, 


3 
verschiedenen Werihe annehmen, durch 2,, 2,, 23, .... Zmm, und läfst x seine 


ı 2 
m, verschiedenen Werthe für jeden der Werthe von x und x annehmen, wäh- 


rend die noch übrigen x, gleich den a, dieselben Werthe behalten, so bekommen 
wieder die entsprechenden 23,, &,, 25, .... Jedes m, unter sich verschiedene 
Werthe, und folglich kann, da »n,an, solcher z vorhanden sind, & in (1.) über- 
haupt m,m, mul m, oder m,m,m;, verschiedene Werthe bekommen; und nicht 
mehr, da immer zu jedem Werth eines x nur ein Werth von z gehört. 


E. Aber nothwendig sind diese m,m,m, von z nicht alle verschieden. 


1 2 3 1 2 3 

Denn gesetzt die bestimmten Werthe &,,. &, und z, von x, x und x gäben 
1 2 3 

den Werth z, von & und die andern bestimmten Werthe &,, ©, und x, von 


1 2 3 
x, x und x gäben den Werth 2, von 2, während die übrigen x, gleich den 
a, dieselben Werthe behalten, so dafs also 


1 2 3 4 n 
9. am tan tan tar .... +0,20 —= 2, und 
1 2 3 + n 
0. m ++, m +1r.... +48 — 2, 
und folglich, Eins vom Andern abgezogen, 
1 1 2 2 3 3 
11. a2, — 2) —n)+4(m —E) = as — 2 
wäre. so kann allerdings in (11.) 2, gleich z,, oder 
i 1 2 2 3 3 
2. am — 2)+%(8, — 0) = (m; — U) 
sein: denn die x, obgleich unter sich verschieden, dürfen nur von der Art 
{ ) 2 2 


sein, dafs a,(@, — X,) +-4,(@,—x,) mit a, aufgeht, so kann die Gleichung 


schon bestehen. 
1 2 3 i 
Also kann wieder, wenn in (1.) x seine m,. x seine mn, und x seine m, 


verschiedenen Werthe annimmt, während die übrigen x, gleich den a, die- 
selben Werihe behalten, z zwar nicht mehr als m,m,m, verschiedene Werthe 
bekommen, wohl aber weniger. 


F. Fährt man auf diese Weise weiter fort, nemlich für jeden der durch 
die Veränderung der Werthe der ersten x entstehenden Werthe von 2 die 
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folgenden x der Reihe nach ihre verschiedenen Werthe annehmen zu lassen. 
so folgt was der Lehrsatz behauptet. 








$. 75. 
Lehrsatz. 
Es sei von der ganzen Zahl 
1. BB == u. ....6, 

jeder der Theiler e zu jedem der übrigen theilerfremd. Ferner se: 

2, r =E, 2b ——E..... ——E 
Seizt man dann in der Gleichung 

3. Ex +E%+E;x,;-+-....+Ex, = GE-+r, 


in welcher E,, E,, E;,.... E, nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden können, der Reihe nach 


BT / 
X) ER 1. 2 3, 2 ©). 
4. Xz = l, A 3% 4... ©, 
Lad ‘ € / N 
X, ——— l, 2; Is 4, oo... ©» 


und nimmt das willkürliche & en (3.) so, dafs " —>0 und nicht gröfser 
als E ist, so durchläuft: 

I. In 8.) 

5.  ralle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .E; 
und keiner dieser Werthe von r kommt mehr als Pr vor. 

II. Dieselben Zahlen, welche in x, und e,. oder in x, und e,, 
oder in x, und e, u. s. w. bis zu x, und e,, zugleich aufgehen, gehen 
auch in das zugehörige r auf. 

II. Alle r, welche zu Werthen von x,, X,. X3, -... X, gehören, 
die der Reihe nach zu e,. &, &;, .... e,, nemlich x, ZU &,, X, ZU &,. X; 
zu e, u.s.w. lheilerfremd sind, und zwar dies alles zugleich, sind 
auch zu E theilerfremd; und nur diese r sind es. 

Beispiel. Es sei 

6. E=84=3.47, also 8 —=I, ,—4H, 8, —7, und 
. E=23, E=71 und E,=1%. 
Zu I. Für (3.) setze man 
3. 383, 1m; +122, = ©.844-r. 
Macht nun hierin nach (4.) 2 = I1,N?2,3, m, = I, 2,3, + und 
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2,— 1.2,3.4.5.6.7, und nimmt immer © so, dafs r>0O und < E--1 
ist. so ergiebt sich 
N Für 1,1 ud 2z,= 1 2 3 45 6 7: 
331723 597 727 FR a, =, 
52 10 22 34 46 5570 - m—=N, 
BES LIEB ID - 2 =—=B2, 
40 526476 4168 - n—4. 
10 Für zz 2m = 12 3 45) 6 7: 


26 38 5062 4 24 - z—2% 


r — | : 
>32 3 53 75 ae], 
DER BR U oe ua 

11. Fr 3m = 1 2 3.4 «5. -.7:; 

2.322279 198 Far a2, l, 
54 EEE - ne 
"353794 9a - z—=3, 
pr 24 36 45 60 72 84 = 2,4, 


Die Werthe von r in (9. 10. 11.) zusammengenommen sind alle die Zahlen 

I» 22 32 4 2... 04, und keine kommt mehr als einmal vor; gemäls (1.). 
Zu Il. Die Zahl 2 geht n ©, =? und ,=—4 auf, und alle r, die 

in (9. 10. 11.) zu 2=,==\ gehören, gehen ebenfalls mit ? auf; gemäfs (11.). 


Zul. 2. este, 3 weh 2, —>5 en 
e, ; theilerfremd; das zu #8 =?7, m,=3 und 3,3 =)5 gehörige r ist 
nach (10.) =53, Welches zu K—= 4 theilerfremd ist; gemäfs (111.). 


Beweis A. Da dem x, in (3.) gemäfs (4.) e,,. dem x,, e,, dem 
2... 6 u 5 WW. verschiedene Werthe gegeben werden sollen, so Aann 
E,.,+-E,2,.+E,2;,-. -E,x, nach ($. 74.) &&e,....e„—=KE ver- 
schiedene Werthe MEER, und nicht mehrere; also auch r kasle eben so 
viele verschiedene Werthe bekommen, die alle > 0 und nicht gröfser als FE 
sind. Es fragt sich nun, ob von den Werthen, welche # werklich bekommt. 
diese oder jene für verschiedene &,, &,, %;, .... einander gleich sein können. 
Ist dies nzcht der Fall, so durchläuft # nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3. 
nn 


1 2 1 
DB. Man setze, für die beiden Werthe ©, und x, von 2&,, 2, und 2; 
| | 


von &,. 7, und X, von X, u. s. w. hätte x denselben Werth, so wäre in (3.) 
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1 1 1 E 4 Sun 
12. E, x, -E,2,- E,x;-- u... 4 “. uni 6) E 1 r. 
und zugleich 


13. Eau-+E,2,--B,0,-+....+E,e, = 6E-+r. 
Zins von dem Andern abgezogen, giebt 
2 l 2 1 2 I 2 
14. Ba — 2) E&.—-2)4E,8— 2)... E,@,— «,) — GE. 
©. In dieser Gleichung haben z.B. &,, E,. E,, .... £,. wie 
aus (2.) zu sehen, sämmtlich den Theiler e,; denn sie haben der Reihe nach 
nur die Theiler e,, e,, e,, .... e, weniger als K, nicht den Theiler e, 


weniger. Sodann enthält auch & selbst rechts in (14.) den Theiler e,. Also 
sehen ulle Glieder in (14.) rechts und links, bis auf‘ das erste links, mit e, 


} > 


auf. Deshalb mufs nach ($. 18.) auch dieses erste Glied Fe, — x,) mit e, 
aufgehen. Aber E, enthält gemäfs (2.) den Factor e, nicht, und auch kei- 
nen Theiler von e,. weil die sämmtlichen Theiler &. e,. e,. .... e,. die 


E, hat, nach der Voraussetzung zu e, theilerfremd sind. Also muls e, in 

1 2 1 \ 

x, — x, allein aufgehen. Dies aber ist nicht möglich, da x, und x, nach (4.) 
| 


beide —0 und nicht gröfser als e, sind. Also geht e, nicht in E,(@,— r, 


auf, sondern E, (@ — 2). dividirt durch e,. ist ein Bruch, und keine yanze 
Zahl. Und da nun ein Bruch einer ganzen Zahl nicht gleich sein kann. wie 
es, um die Gleichung (14.) zu erfüllen, sein mülste, so kann diese Gleichung 
nicht Statt finden. Folglich kann ken r für die verschiedenen 2,. ©. &,....., 
denselben Werth haben. Mithin sind alle r verschieden, und folglich sind 
sie nach (A.) alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... & ©.); gemäfs (1.). 

D. Geht die Zahl z z.B. in x, und e, zugleich auf, so geht sie auch 
in E,,. E,, E,, .... E,. so wie in E auf; denn alle diese X enthalten, wie 
in (C.) erinnert, den Theiler e,. Desgleichen geht x nach der Vorausselzung 
in x, auf. Also geht z in alle Glieder der Gleichung (3.), bis zur, auf. 
Mithin mufs es nach ($. 18.) auch in m aufgehen. Ganz eben so verhält es 
sich mit Zahlen x, die in x, und &,, oder in @, und e, u. s. w. zugleich auf- 
sehen; gemäfs (N1.). 

E. Man setze, eine Zahl z gehe in E und r zugleich auf, während 
x, Zu &, % ZU&, X, zu e u. Ss. w. theilerfremd is. Da x in #£ aufgehen 
soll, so mufs es irgend einen seiner Stammfactoren, z. B. p > 1, mit E, und 
folglich auch mit einem der Theiler e,, e,, e,,.... e, von & gemein haben; 
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aber nur mit einem dieser Theiler, z. B. mit e,; denn da jeder der Theiler 
e von E zu allen übrigen der Voraussetzung nach Zheilerfremd sein soll, so 
hat jedes e andere Stammfactoren ($. 27.). Es mufs also p in r und e, zu- 
gleich aufgehen. 


F. Nun enthalten in allen Gliedern links in (3.), bis auf das erste 
E,x,, die E,, E,, E,,..... E, den Theiler e, (C.): also mufs p auch in 
alle diese Glieder aufgehen. So ginge denn also p in alle Glieder von (3.) 
rechts und links bis zu dem ersten E,x, auf, und deshalb müfste es nach 
($. 18.) auch in E,x, aufgehen. Aber E, enthält den Theiler e, nicht, son- 
dern nur die Theiler &,, e&, €. .... e,: also kann p in E, nicht aufgehen. 
Mithin müfste es in z, aufgehen, also hätte x, mit e, den Theiler p >1 ge- 
mein. Dies ist der Voraussetzung in (#%.) entgegen, und folglich können E 
und r nicht mit der Zahl z zugleech aufgehen, wenn x, zu e, theilerfremd ist. 


@. Aber es reicht nicht hin, dafs x, zu e, theilerfremd sei, wenn E 
und x es sein sollen. Denn es könnte 2, statt mit e,, mit &, &,, @,,.... 
einen Theiler > 1 gemein haben. Damit alles Dieses nicht sein könne, und 
also wirklich r zu E völlig theilerfremd sei, mufs, aus denselben Gründen 
wie vorhin, zugleich auch x, zu e,, X; zu e, u. S. w. theilerfremd sein. Erst 
dann, wenn alles dieses Statt findet, ist m zu E völlig theilerfremd; gemäfs (11I.). 


H. Jedes r, für welches nicht x, zu e,, ©, zu &,, X, zu e,. 
x, zu e, zugleich theilerfremd ist, ist nacht zu E theilerfremd. Denn, wenn 
auch nur allein z. B. x, und e, nicht zu einander theilerfremd wären, sondern 
den Stammtheiler p > I gemein hätten, so würde dieser in ale Glieder 
rechts und links bis auf r aufgehen und müfste daher nach ($. 18.) auch in r 
aufgehen. so dafs also dann & und r nicht mehr theilerfremd wären, sondern 
den Theiler p > I gemein hätten. 


Anm. J. Es ändert sich an den Resultaten nichts, wenn man den x 
statt der Werthe (4.) folgende Werthe beilegt: 


LT, Pe Ö, 1, Se 3 4, a as —1, 
TC, mo 0, l, 2, RR 4, a e; a ; l b) 
15. ee re 


2, == U l, 2, 3, 4, el. 


Der Werth O vertritt alsdann unter den Werthen von x (15.) die Stelle der 








I 
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$. 76. Form. 1 —4. ( 


De] 
2 


Werthe &,, &,e,..... e, in (4.); denn z.B. x,—=e, giebt in (3.) Er, — 
E‚,e=E (?.), also in (3.) 
16. Eo+-E%,+K,2,+...+E,0, = 6E-r; 
und eben das giebt in (3.) der Werth O von x. 
S. 76. 


Lehrsatz. 
Es seien 


a b) d2» A,» er irre? An, 9 

b, b) b,, b;, . . . . w a 
1. Cs C}» C;» . » . Gun,» 

n, by) N; N; 5 . . [ . N. 


n 


n Reihen, die erste von m,, die zweilfe von m,, die drille von m, u. s. ww. 
Gröfsen, welche alle, entweder ihren Werthen nach, oder durch sonst 
elwas, von einander verschieden sind. 

Stellt man diese Gröfsen in Gruppen, jede von n Gröfsen, zu- 
sammen, elwa nebeneinander, und ohne weitere Rücksicht in welcher Ord- 
nung, aber auf die Weise, dafs jede Gruppe aus jeder Reihe in (1.) 
nur eine Gröfse enthält, so ist die Anzahl x, der auf solche Weise 
möglichen verschiedenen Gruppen oder Verbindungen 

2. : Ki > 





m,. 
Beispiel. Es seien die n—3 Reihen 
4, d;, 4; von m, = 3 Gröfsen. 
3. b,, b; vn m =°2 - - 
Cı> ©, CC» 5 vonHm =) - - 
gegeben, so sind die möglichen Gruppen von n— 3 Grölsen folgende: 
abc, Madic, AadC,, abc, wbdic;, 
ab;c., MWbC, Md;sC,, abc, Mıb;c;. 
4;d,C,, dc, Mbrlz, AGbic, GbC;. 
4. & | 
4;b,Cı» %d,C, Gb;Cz,, Abrc,, A,bscC;. 
a,d,C,,; Mb,Cc,., A,b,C;, A,bıc,, Aa,b,c;. 
a,b;C,; Azb2c,, MbrC5, A;brC;, a;bsc;. 


Die Anzahl dieser Gruppen ist 30= 3.2.5 = m,m,m; ; 


gemäfs (2.). 
Beweis. A. Die noch unbekannte Anzahl der möglichen verschiedenen 
Gruppen von na— I Gröfsen aus den n— I ersten Reihen (1.), also aus «llen 
Reihen mit Ausnahme der letzten, wird ähnlich von (2.), durch z,_, bezeichnet. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1, N) 
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B. Jede dieser x,_, Gruppen, noch mit der ersten Gröfse n, der 
letzten Reihe verbunden, giebt eine Gruppe von n Gröfsen; und die daraus 
entstehenden &,_, Gruppen von n Gröfsen sind nothwendig alle unter einander 
verschieden; denn die &,_, Gruppen von n—1 Gröfsen. aus welchen sie 
entstanden, sind es nach der Voraussetzung. 

C. Die x,_, Gruppen von a— 1 Gröfsen, mit der zweiten Gröfse n, 
der detzien Reihe verbunden, geben auf gleiche Weise x,_, sämmtlich unter 
sech verschiedene Gruppen von rn Gröfsen. Zugleich sind aber diese ©,_, 
(Gruppen von n Gröfsen auch alle von denen in (B.) verschieden: denn jene 
enthalten alle n,,. die gegenwärtigen alle n,. 

D. Auf diese Weise geben die &,_, Gruppen von 2 —1 Grölsen, 
welche aus den n— I ersten Reihen aufgestellt werden können, mit jeder der 
»n, (aröfsen der leizten Reihe verbunden, jede x,_,, also zusammen m,.X,_ı 
Gruppen von rn Gröfsen, die alle von einander verschieden sind; denn die 
erste Reihe derselben enthält ans der letzten Reihe in (1.) nur n,, die zweite 
nur ?2,. die dritte nur n, u. s. w. Die so gefundenen m,.x,_, Gruppen sind 
aber offenbar alle möglichen Gruppen von n Gröfsen. 

fE. Da nun die Anzahl dieser letzten durch &, bezeichnet wurde. so ist 

>. a N) VOR RR 

Hieraus folgt, na — I statt n gesetzt, 

B,- . A En RL 
und Dieses in (5.) substituirt, giebt 


7. N BEE 0 


n 


Ferner folgt aus (6.), na — I stalt n gesetzt, 


5. nr Mn Uns 
und Dies in (7.) substituirt,. giebt 
9: 8, > DM. An Di 
Und so weiter: zuletzt 
x, = m,..M,_ MM, ::.: mM, oder 
10. 2. = m-M.M.M,...:1M.; 
wie in (2%). 
S. 77. 


Lehrsatz. 
Es sei von der ganzen Zahl 


1. ee: ie 
jeder der Theiler e zu jedem der übrigen theilerfremd. 
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Es sei ferner 
2.  zeeine der Zahlen 1. ?, 3. 4. .... E 
und man setze, für einen und denselben Werth von z: 


z — me, —r,, wo r, eine der Zahlen 0. 1, 2, 3. .... 9, —.1. 
A — m,e,+T, wo T» aa - 1% u; 0, I. 7. b) e; —1 
3. ze ms 4, Wr - - - - 9, 32... 9,1. 
z—=maTtn; Wwrn - - - - 9. KU rl 


ıst. Alsdann können 


l. Für zwei verschiedene Werthe von z niemals alle v diesel- 
ben Werthe haben. Zu jedem andern Werth von z gehört eine undere 
Gruppe der n Reste r; und umgekehrt. 

I. Zu den E verschiedenen Werthen (?2.). welche z soll bekoimn- 
men können, gehören alle verschiedene Gruppen der Werthe der 
n Beste r in (3.), welche möglich sind. 

II. Nur diejenigen z sind zu E theilerfremd, für welche zu- 
gleich r, zu &,,T, ZU &,, T5 ZU &, .... 7, zu e, lheilerfremd ist. 

Beispiel. Es sei 

u Bu, sd, Aalh 
Alsdann giebt (3.) 





Fürrs= 1234567 38910111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 24 30 


WEST TIE DE IE TECH EL SUSE 
r n= 1234567891011121314 012345678 91011121314 0 
oO. len ac 
Für x = 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 54 60 
,=30123012301230123012301230123 


1 


r, 1234567538 91011121314 01 23456757 5 91011 121314 


I 


Zu I. Zu keinen zwei Werthen von z in (5.) gehört dasselbe r, 
und zugleich dasselbe r,;, gemäls (I.). 


Zu 11. Alle möglichen verschiedenen Gruppen aus den 4 Werthen 

0, 1. 2, 3 von r, und 0, 1, 2, 3. .... 14 von , (3.) sind folgende: 
000102030405 06070850901 O01L 012 013 014 
; I0 1L 12 131415161718s19 110 11L 1 13 113 114 
”» 1202122232425 26272829 210 211 212 213 214 
ge 3132333435 36373839310 311 312 313 514 
Alle diese Gruppen von r kommen in (5.) vor. Sie gehören der Reihe 

nach zu 


g* 


0 


0); 
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45 11753349 5 21 3753 925 41 57 13 29 
3046 2 18 34 50 6 22 385 54 10 236 42 55 14 
153147 3 193551 72333955 11 97 4 59, 
also zu allen den Zahlen 1. 2, 3, .... 60; gemäls (11.). 
Zu III. Z.B. 2 = 19 ist zu K== 60 theilerfremd, und das zugehö- 


5 I6 32 485 4% 36 52 8 24 40 56 12 25 44 


‘. . — 


ee nr, —3isteszuas —=4 und rn —=4 zus, —=15) = 49 ist zuE = 60 
theilerfremd. und das zugehörige r, =1 ist es ue =4# und n—=4 zu 





e,— 15. Dagegen x —= 35 ist zu E = 60 nicht theilerfremd, und nur das 
zugehörige r, —=3 ist zu e,—4 theilerfremd, nicht das zugehörige r, —=5 zu 
e, —15; gemäfs ( 1I1.). 

Beweis. A. Könnten für zwei verschiedene Werthe 2, und 3, von 


z (3.) alle die Reste r dieselben sein, so mülste gemäfs (3.) 
i 1 l 1 5 
I. 2 em -n me 4n— m; &-4r,—...—m,e, +r, und zugleich 
5) 2 7 2 


I, za me tr mern —=me Ir, —..=me+tr, 


sein. Daraus folgt. Eins von dem Andern abgezogen, 
! 2 1 2 l = 1 2 


10. 2, —2, = (m, —m,)e, = (m; —m,) & = (m; —m;,)&, = .... = (mM, —M,) EC. 


also müfste zufolge (10.) 2,—2, durch e, und zugleich auch durch e,, e;. 
Eis 2... e,. also. da die e sämmtlich zu einander theilerfremd sein sollen. 
semäfs ($. 26.) auch durch das Product e,ee,....e,. also durch E& (1.) 
selbst theilbar sein. Dies aber ist nicht möglich, da x, und 2, beide nicht 
gröfser sein sollen als & (2.) und folglich 23 —2,; nothwendig <KE ist. Also 
können nicht alle r zugleich für zwei verschiedene Werthe von & dieselben 
Werthe haben: gemäfs (1.). 

B. Die Reste r in (3.) können der Reihe nach &, &. &,....e, 


> 


verschiedene Werthe haben. nämlich r, die e, Werthe O, 1. 2, 3. .... & —l, 


r, die e, Werthe ©. 1.2, 3, .... &—1 u.s.w. Demnach sind zufolge ($. 76.) 
e16,€,....e,— KE verschiedene Gruppen, jede mit einem Werthe jeder der 
n Reste r,. r,. r,. .... r, möglich. Nun gehört zu jedem der E verschie- 


denen Werthe 1. 2. 3. .... E (2.), welche z soll haben können, nach (1.) 
eine andere Gruppe der n Reste r, also müssen die E möglichen Gruppen 
der Reste alle Stalt finden, zu den verschiedenen Werthen von z gehörend: 
semäfs (11.). 

C. Haben z.B. r, und e, keinen Theiler > I gemein, so müssen auch 


vermöge 2 = ın,e,—-r, (3.) z und e, theilerfremd sein: denn ginge z.B. d>1 
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in 2 und e, zugleich auf, so müfste es auch in 7, aufgehen, und e, und r, wären 
also dann nzcht theilerfremd. Eben so müssen, wenn r, und e, theilerfremd sind. 
auch z und e, es sein; wenn r, und e, theilerfremd sind, auch z und e, u. s. w. 
Also, wenn zugleich r, zu &, 7; ZU &%, 73 ZU &, .... r, zu e, Iheiler- 
fremd ist, so ist es auch z zu &,, &, &, .... e, und folglich auch zu E (1.). 
Hat dagegen auch nur einer der Reste, z.B. r,, mit e, einen Theiler ) >> I 
semein, so muls Ö vermöge der ersten Gleichung (3.) auch in z aufgehen. 
und es ist also alsdann & nzcht zu e, und folglich auch nicht zu E& (1.) theiler- 
fremd; gemäfs (III.). 
$. 78. 
Lehrsatz. 
Es sei von der ganzen Zahl 
1. E= 8 %8%....& 
jeder der Theiler e zu jedem der übrigen theilerfremd. 


Es seien ferner 
i 2 3 
1. d,, d,, di, .... >1 Täeiler von e,, die zu einander theilerfremd sind; 


1 2 3 
2. d,, d,, du,....>1 Tüeiler von e,, eben so; 
1 2 3 
(83 di, d,, d,,.....>1 Täeilr von e,, eben so; 


n n nn 


n. d,. d,. d,..... >1 Tiüeiler von e,, eben so; 
wo also nun die d,, die d,, die d,, .... sämmtlich andere Zahlen sind, 
da die e untereinander keinen T'heiler gemein haben sollen, während die 
sämmtlichen d in E aufgehen. 
Bezeichnet man dann aus den Zahlenreihen 
1. xj a Bash) » ini » sen 
K WO. PR |? OR 


Il 


‘ 9 -ba “ ” . . C;» 


u Euer a rs 
die Anzahl 
Derjenigen in (3. 1.), die mit keinem der d, aufgehen, durch we. 
Derjeniyen in (3. 2.), die mit keinem der d, aufgehen, durch we,. 
4.  < Derjenigen in (3. 3.), die mit keinem der d, aufgehen, durch we,. 


Derjenigen in (3. n.), die mit keinem der d, aufgehen, durch we,. 
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und endlich, eben so, aus der Zahlenreihe 
3. z — 1, 22 3, 4, . [} * . E 
die Anzahl 


b. Derjenigen, die mit keinem der sämmtlichen d (2.) aufgehen, durch wE: 
so ?st 

I. Die d in (2.) mögen Stammzahlen, und alle Theiler von e.. 
&. 2 .... e, sein, oder nicht, 

7.  ve.%e,.Wwe,....ye, = YE. 

II. Schreibt man, in dem Falle, wo die d in (2.) die sämmt- 
lichen Stammlheiler >1 der e und mithin von E sind, also für den 
Fall, wo we, W&, We, .... we, und wE die Anzahl der zu den e 
und zu E theilerfremden Zahlen <e und <E bezeichnen, zum Un- 
terschiede y stall y, so ist eben so: 

8. 98&-98,.98%...:9&, = GE. 
Beispiel zul. Es sei 
9. 8 =, 8—=15, also == 23.15 —=4W. 
Man nehme von dem Theiler von e, nur den einen un, und von den 


1 
Theilern von e, nur den einen d, =). 


Von den Zahlen 1, 2, 3, 4. .... e, gehen die 7 Zahlen 4, 8. 12. 
16. 20, 24 und 25 mit d, —4 auf, also bleiben we, = 2S—7 = 21 Zahlen. 
die nzcht mit d, aufgehen. Von den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... e, gehen die 
3 Zahlen 5. 10 und 15 mit d, —=5 auf, also bleiben we, = 15 — 3 — 1! 
Zahlen. die nzcht mit d, aufgehen. 


Es soll also nun nach dem Lehrsatze (1.) 
10. Ve,.W8, = 21. 1? =— 252 


die Anzahl wE der Zahlen aus der Reihe 1,2, 3, 4 .... 420 sein. die 
1 1 
weder mit d —=4, noch mit d, = 5 aufgehen. i 


‘ 


Be ._ 420 ’ j 
Zunächst gehen die 7 = 105 Zahlen 4, 8, 12, 16, .... 420 mit 4 


.. 420 } > : A 
und dann die = 4 Zahlen 5. 10. 15. 20, .... 420 mit 5 auf. Aber die 


N — 1 Zahlen 20, 40, 80, . 


1; ... #20 unter den letzteren sind schon unter 


denen gezählt, die mit 4 aufgehen, also sind von den 420 Zahlen 1, 2. 3. 
4. 2... 40 nur 105-854 N1== 165 Zahlen als diejenigen auszuschliefsen. 
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die mit 4 oder mit 5 aufgehen. Es ergiebt sich daher für die Anzahl der 
Zahlen aus denen 1, 2,3, 4,..... 420, die weder mit 4 noch mit 5 aufeehen. 
nur +0 — 168 = 252 = wE; wie es nach (10.) und nach (1. 7.) sein soll. 

Zu ll. Zu 8 = NS theilerfremd sind die ge, = 12 Zahlen 1, 3. 5. 
9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25 und 77. Zu ,—15 sind es die ge, — N 
Zahlen 1, 2, 4,7, 8, 11, 13 und 14. Zu EK= 420 sind es zunächst folgende 
48 Zahlen: 1, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 
67, 71, 73, 79, 83, 98, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 137. 
139, 143, 149, 151, 157, 163, 167, 169, 173, 179, 181, 187, 191, 193. 
197, 199, 209, und dann die 48 andern, welche sich ergeben, wenn man die 
hingeschriebenen 48 Zahlen von 420 abzieht ($. 65. I.). Also ist „E- 
YH—=S.12=pe.Ye,; wie es nach (II. 8.) sein soll. 

Erster Beweis. A. Man setze, wie in ($. 75.): 
Ba he en Aka 


> 
En 


u en 


e, e, e, 
und dann die Gleichung 
12. eat 4 E04... +62. = SE-r, 
wo die x aus den Zahlen (3.) genommen sind und das willkürliche & so an- 
genommen wird, dafs # nicht gröfser sei als E. 

In dieser Gleichung gehört nach ($. 75.) zu jedem andern x ein an- 
deres r, und wenn die x alle die Zahlen (3.) durchlaufen, so durchlaufen die 
r alle die Zahlen (5.). 

B. Gesetzt nun ein ©, (3. 1.) gehe nicht mit dem Theiler d, von 


1 
e, (2.) auf. so kann auch das zugehörige r nicht mit d, aufgehen, und um- 
gekehrt. Denn E,, E,, E,,.... E, und E enthalten sämmtlich e, als Factor. 


1 
also ist d, von den sämmtlichen Gliedern von (12.). bis auf das erste Ex, 


1 
und bis auf r, ein Theiler. Geht nun d, nicht in x, auf, so geht es auch 
nicht in #&,x, auf, denn E, (11.) enthält e, nöcht als Theiler und folglich 


- 1 
auch d, nicht, da die Stammtheiler von e,. und folglich von d,, in e&,. e;. 





) 
es... 0, und mithin in K, = 8e;e,....e, nicht vorkommen. Also kann d,. 

I 
da es in K,r, nicht aufgeht, auch in 7 nicht aufgehen. Umgekehrt kann d,. 


ı 
wenn es in r nicht aufgeht, in #, 2, nicht aufgehen, und folglich, da d, in &, 


' re : Pi. 
nicht aufgeht, in x, nicht, denn sonst wäre —'— eine ganze Zahl und - nicht. 
d, d, 
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\ 


1 
) Es gehört daher zu jedem x&,, welches mit d, nicht aufgeht, ein r, 
das heifst eine der Zahlen aus der Reihe der (5.), und nur eine, die eben- 


1 
falls mit d, nzcht aufgeht. 
3 


2 
Eben so gehört zu jedem &,, welches mit d,, mit d, u.s. w. nicht 
aufgeht, ein 7, und nur eins, und immer ein anderes r zu jedem andern x.. 


Giebt es also unter den Zahlen &, = 1,2, 3,4, .... e, @&.1.). we, 
verschiedene Zahlen, die mit keinem der d, (2. 1.) aufgehen, so giebt es 
eben so viele verschiedene dazu gehörige r, die ebenfalls mit keinem der d, 
aufgehen. 

D. Auf gleiche Weise folgt, dafs, wenn es unter den Zahlen &,. ;. 
Lirs:.. @,„ (3.) der Reihe nach we,, we, we,.... we, verschiedene 
Zahlen giebt, die der Reihe nach mit keinem d,, d,, d,. .... d, aufgehen. 
eben so viele verschiedene r aus der Reihe der Zahlen (5.) ebenfalls mit 
keinem d,, d,, d,, .... d, aufgehen werden. 


E. Legt man nun in der Gleichung (12.) den x der Reihe nach die 


We. WE. WE, 2... ve, verschiedenen Werthe bei, die der Reihe nach mit 
den d,. d,. d,, .... d, nicht aufgehen, so bekommt dadurch nach ($. 74.) 


& E--r, oder, was dasselbe ist, 7, we,.we,.we,....e, verschiedene Werthe; 
woraus denn folgt, dafs es gerade eben so viele verschiedene r, das heifst 
Zahlen aus der Reihe der (5.) giebt, die mit den verschiedenen d (2.) nicht 
aufgehen; und da nun die Anzahl dieser Zahlen in (6.) durch wE bezeichnet 
wurde. so folgt dafs 
13. ve,.v&%.we....vye, = vE 

ist; eemäls (I. 7.). 

F. Die Gleichung (1. 8.) folgt unmittelbar aus (7.), denn Alles in 
dem Beweise bleibt dasselbe, wenn man für die Bedeutung des Zeichens 4 
statt w, die d in (2.) die sämmtlichen Stammtheiler von &,. &,, &.....e,. 
also von E bezeichnen läfst. 


Zweiter Beweis. @. Man setze wie in ($. 77.) 
1. z—=me-—r,, wo r, eine der Zahlen 0, 1.2, 3,....&—1 ist. 
| 2. s= me tr, wn - - - - 91,2, 3.0... —L1 ist, 
14. {9.2 = :M,&, 75, wo 7, - - 71, Ir a —1 ist, 


n.. <=m. 4.7; Wwn - - - - 01,3, 3,....9,—T ist. 
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1 
Geht hier z. B. der Theiler d, von e, in r, nzcht auf, so kann er, da er in e, 


aufgeht. vermöge (14. 1.) auch in z nzcht aufgehen; und umgekehrt. 
2 3 
Eben so verhält es sich mit den andern Theilern d,, d,. .... von e. 


1 2 3 
Also zu jedem r,,. welches weder mit d,, noch mit d,, d, etc. und 
überhaupt mit keinem d, aufgeht, gehört ein z&, und immer ein anderes z, 
welches ebenfalls mit keinem d, aufgeht. 


Setzt man demnach für die ”, die Zahlen x, (3. 1.). so folgt, dafs zu 
den we, Zahlen r, oder &,, die nach der Voraussetzung mit keinem d, auf- 
gehen sollen, eben so viele verschiedene z gehören, die ebenfalls mit kei- 


nem d, aufgehen. 


H. Auf gleiche Weise folgt. dafs zu den we,, we,..... we, Zahlen 
Vas Pan se: Pas Oder 25 5 2... 2. (14. oder 3.), die der Reihe nach mit 
keinem d,, d;, .... d, aufgehen, eben so viele verschiedene z gehören wer- 
den, die ebenfalls der Reihe nach nicht mit d,, d,, .... d, aufgehen. 

I. Legt man hierauf dem r in (14.) die we, we. we. .... we, 
Werthe bei, welche der Reihe nach nicht mit den d,, d,. d,,..... d, auf- 


vehen, und zwar so, dafs in(14.) die r niemals sämmtlich dieselben Werthe 
bekommen, so entstehen in den Gleichungen ( 14.) zusammengenommen nach 
($. 76.) we,.we,. we,.... we, verschiedene Gruppen der r, deren keine 
alle dieselben r hat. Zu jeder solcher Gruppe gehört nach ($. 77. I.) ein 
anderes z. Also giebt es auch we,.we,.we,....we, verschiedene z, die 
nicht mit d,, d,. d,, .... d, aufgehen; und da nun die Anzahl dieser z durch 
wHKE bezeichnet worden ist, so ist wieder, wie in (7. und 13.), 
15. vea.Vv&.Wwe....ve, = VE. 


K. Auch kann es keine andern & geben, welche mit den d nicht 
aufgingen, als diejenigen, für welche das Gleiche mit den r Statt findet. Denn 


1 
geht z.B. r, in (14. 1.) mit dem Theiler d, von e, auf, so mufs vermöge 


1 
der eben genannten Gleichung auch & mit d, aufgehen. 


L. Die Gleichung (8.) findet sich wieder, wie in (F\), aus (7.) un- 
mittelbar. 


Anm. M. Weiter unten wird sich noch ein anderer, auf völlig ver- 
schiedene Vordersätze gegründeter Beweis des Lehrsatzes finden. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1, 10 
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$. 79. 
Lehrsatz. 
Es seien x und y zwei beliebige, zu einander theilerfremde, oder 
nicht theilerfremde ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 
. wei 
Es seien d,. d,, d,, .... d,, Delieböge, unter einander theilerfremde 
Theiler von y, Stammtheiler oder Nicht- Stammtheiler. Jede Zahl aus der 
Reihe der Zahlen 
2. a Ar ne Ha 
welche mit keinem der d aufgeht, werde durch y, bezeichnet, ihre 
Anzahl, wie in ($.78.), durch wy und, wenn alle Theiler von y be- 
rücksichtigt werden, durch py. Eben so werde jede Zahl aus der Reihe 
der Zahlen 
> Vi ui 
welche mit keinem der d aufgeht, durch z, bezeichnet, ihre Anzahl 
durch wz und für alle d durch ya. 
Alsdann ist 
4. vwz=x.vy und 92 = x.gyy. 
Beispiel. Es sei 
a. 2=15, y=2%4, ale say 15.24 MV. 
Man berücksichtige nur die zwei Theiler 
6. d=3 und dKh=4 
von y=24, so sind die Zahlen y, aus der Reihe der Zahlen 
1. ed, en eu), 
welche weder mit d,—=3, noch mit ,—4 aufgehen, folgende: 
s. „=1235 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 
Ihre Anzahl ist 





. yy= m 
Dagegen sind die Zahlen x, aus der Reihe der Zahlen 
10. tl, 2, 3, 4 .... 360 23), 

welche weder mit d,=3, noch mit d,— 4 aufgehen, folgende: 

11. 2: , 3 3: Ba 1. BB u — ana 
25, 26, 29, 31, 34 35, 37, 38%, 41, 43, 46, 47, 
49, 50, 53, 5% 59% 59, 61, 6%, 6%, 67, 70, 71, 
73, 74, 77, 79, 8, 8, 85, 8, 89 91, 9, 95, 
97, 98, 101, 103, 106, 107, 109, 110, 113, 115, 118, 119, 
121, 122, 125, 127, 130, 131, 133, 134, 137, 139, 142, 143, 
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Ihre Anzahl v2 ist, da es 15 Zeilen, jede zu 12 Zahlen giebt, 


1 
12. wz m — 15.12 — 1S0 =. Id.yy - on T.wy; 
gemäfs (4.). 


Beweis A. Die sämmtlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, .... &, deren jede 
beliebige durch 2, bezeichnet werden mag, können offenbar durch 
13. 3 =ny-+r 
ausgedrückt werden, wenn man der Reihe nach für 
a. 201, 2 2... 2-1, 
vu 2 u, 5 .,, 4 
setzt. 
B. Geht nun r in (13.) mit einem der Theiler d von y auf, so mufs 
nach ($. 18.), da y mit d aufgeht, auch x, mit d aufgehen. Also alle 3, in (13.). 
welche zu Resten r (15.) gehören, die mit einem d aufgehen, sind kene der 
Zahlen 2, die mit keinem d aufgehen. 


©. Geht dagegen r in (13.) mit keinem der Theiler d von y aul. 
so kann auch 2, mit keinem dieser Theiler aufgehen; denn ginge 3, mit einem 
solchen Theiler auf, so müfste nach ($. 18.), weil y damit aufgeht, auch r 
damit aufgehen; gegen die Voraussetzung. Also alle z, in (13.), welche zu 
Resten r (15.) gehören, die mit keinem d aufgehen, sind durch 2, bezeichnete 
Zahlen, und es giebt keine andern z,. WGäbe es noch andere, so könnten 
sie nur zu Resten r gehören, die mit einem d aufgehen; denn die 2,, zu 
Resten r gehörig, welche mit keenem d aufgehen, sind berücksichtigt; diese 
zu Resten r, mit einem d aufgehend, gehörige 2, sind aber nach (B.) keine z,,. 


D. Nun ist die Anzahl der r—=z, in (13. und 15.), zu einem de- 
stimmten Werthe von n (14.) gehörig, gleich vy; eben so grofs also ist die 
Anzahl der 2,=2, für einen bestimmten Werth von n. Der Werth von n 
in (13.) aber ist ganz gleschgültig: also gehören zu jedem der x Werthe (15.) 
von 2, yy Zahlen r—=2,, und folglich eben so viele 2, —=z,. Mithin giebt 
es überhaupt x.yy Werthe von 2, = 2,, die mit keinem der d aufgehen. 


und es ist 
1 


16. vz= r.yy, und 
17. 92 x.py für alle Theiler von y; 


wie es der Lehrsatz in (4.) behauptet. 


\ 


10 * 











11. 
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$. 80. 
Lehrsatz. 
Es seien x und y zwei beliebige, zu einander Theilerfremde 
ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 
1. ı xyz 
Es seien d,. d,, d,, .... d, deliebige, unter einander theilerfremde 
Theiler von y, Stammtheiler oder Nicht- Stammtheiler, und x habe keinen 
dieser Theiler mit y gemein. Jede Zahl aus der Reihe der Zahlen 
2. A a 
welche mit keinem der d aufgeht, werde durch y, bezeichnet, ihre 
Anzahl wie in ($. 78.) durch wy, und für alle Theiler von y durch 
ypy. Ähnlich werde jede Zahl aus der Reihe der Zahlen 
ne Be u ri 
welche mit keinem d und zugleich mit x selbst necht aufgeht, durch z, 
bezeichnet, ihre Anzahl durch wz, und für alle d durch y 2. 
Alsdann ist 


4. Vz 
Beispiel. Es 
5. 2=9, y=M, also = ry—9.40 = 360. 


7 


und 9: —= 








ER 
” 


rn A 7 
I)yy 


Man berücksichtige die zwei Theiler 
BR Ti 
von y==40, so sind die Zahlen y, aus der Reihe der Zahlen 


A a A A Br 3 2 hy 
welche weder mit d, = 4, noch mit d, — 5 aufgehen, folgende: 
8. 1,—=13,3,6,7,9,11,13,14,17,18,19,21,22,23,26,27,29,31,33,34,37, 38 und 39. 
Ihre in zahl ist | 
%.ı yy =. 


Dagegen sind die Zahlen &, aus der Reihe der Zahlen 
10. Pe A ah. 7. u; 5 7 
welche weder mit 4, noch mit 5 aufgehen, und zugleich auch nicht mit 2 — 9. 


% — 1, 2, 3 6 7, 1314 13 14:47, 199, 22: 28) 23, 26, 29 32138,. 34, 87, 188|1:38, 
41, 42, 45, 46, 47, 49, 51, a 27: 38, 3 64,,63 2, 6b, 67, 69, 71, 73, #4. 71, 78, 79, 
82, 83, 86, 87, 89, 91, 953, 94, 97, 98,101,102,103,106,107,109, 111,113, 114,118,119, 
121,122,123,127,129,131, 153, 134,157, 138, 159,141, 142, 145, 146, 147,149, 151,154,157,158, 159, 
161,163, 166,167, 169,173, 174,177,178,179,181,182,185, 186,187, 191,195,194,197,199, 
201,202,203, 206,209, 211,213,214,217,218,219, 221,222, 223, 226, 227,229,231,233,237, 238,239, 
241, ng ee 53,254,257,258, 259, 262,263, 266, 267,269, 271,273,274,277,278, 


281,282,283, 286, 2 


vn yo 


287,259,201,205, 294,298, 299, 301, 302,303, 307,309,311,313,314,317,318,319, 


y> "ii im 


321,322,: 323. 26,327,329,331,334, 337, 338,339, 341, 343, 346, 347, 349,353, 354, 357, 358,359, 


- “ . ” . ” . v . ® * . . . . . . . . ® 
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Ihre Anzahl yz ist 192 und 
12. ve—19%2 it =8.4—(2—1)wy 6. und 9.); 

wie es der Lehrsatz in (4.) behauptet. 

Beweis. A. Die sämmtlichen Zahlen 1,2,3,4,.... x, deren jede 
beliebige durch 2, bezeichnet werden mag, können wieder offenbar durch 

13. ss =ny-+r 
ausgedrückt werden, wenn man der Reihe nach für 
14. 2 =0,1,23,3,....2—1, 
» el, 5, m....% 

selzt. 

B. Geht nun r in (13.) mit einem der Theiler d von y auf, so mufs 
nach (8. 18.), weil y mit d aufgeht, auch 3, mit d aufgehen. Also alle z, 
in (13.),. welche zu Resten r (15.) gehören, die mit einem d aufgehen. 
sind keine der Zahlen &,, welche weder mit einem d, noch mit «= aufge- 
hen sollen. 

©. Geht dagegen r in (10.) mit keinem der Theiler d von y auf, 
so kann auch &, mit keinem dieser Theiler d aufgehen; denn ginge z, mit 
einem d auf, so müfste nach ($. 18.), weil d damit aufgeht, auch » damit 
aufgehen; gegen die Voraussetzung. Also können sich die Zahlen &,, welche 
weder mil einem d, noch mit x aufeehen sollen. nur unter denen befinden. für 
welche in (13.) z mit keinem d aufgeht. Solcher r aus den Zahlen (15. oder 2.) 
giebt es nach der Vorausselzung yy für jedes n; denn für jedes n in (13.) 
sind die x dieselben. Auch giebt es keine andern z,. unter welchen sich 
die x, befinden könnten, als diejenigen, für welche r mit keinem d aufgeht. 
Denn gäbe es dergleichen, so könnten sie nur zu # gehören, die mil einem d 
aufgehen, da die andern 2, zu den r, die mit keinem d aufgehen, schon 
berücksichtigt sind. Ein &,. zu einem mit einem d aufgehenden » mülste aber 
nach (B.) mit d aufgehen, und wäre also kein z,. 

D. Da es demnach nur ıry verschiedene 2, für jedes n giebt, unter 
welchen sich die &, befinden können, und x verschiedene Werlhe von » Statt 
finden (14.). diese aber für &, in Beziehung auf r ganz gleichgültig sind. so 


giebt es überhaupt nur 


16. z.wy 
Werthe von z, in (13.), die mit keinem d aufgehen, und unter welchen sich 
nur die &,, welche mit keinem d und zugleich mit & nicht aufgehen sollen, 
befinden können. 
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Es fragt sich nun aber noch, wieviele es unter den z.wy mit keinem 
d aulgehenden Werthen von x, giebt, die met x aufgehen. Schliefst man 
diese davon aus, so werden die 2, übrig bleiben, die weder mit einem d, 
noch mit x aufgehen. 

E. Die mit x aufgehenden z, werden offenbar durch »2 x bezeichnet, wo 

1. m=1,2,3, 4....y 
ist. so dafs also für sie vormöge (13.) 
185. me—=ny-+r 
sein mufs, wo r mit y keinen der Theiler d gemein hat. 

F. In der Gleichung (18.) mufs aber nothwendig m mit y keinen 
der Theiler d gemein haben; denn ginge ein d in »» und y zugleich auf. 
so mülste es nach ($. 15.) auch notwendig in x aufgehen, und y und r hät- 
ten diesen Theiler gemein; gegen die Bedingung in (K.). 

Also kann = je nur eine der wy Zahlen aus der Reihe der Zahlen 
(17. oder 2.) sein, die mit y keinen der Theiler d gemein haben. Mithin 
giebt es unter den z.wy Werthen von 2,, die mit y keinen Theiler d ge- 
mein haben, nur y verschiedene Werthe, die noch mit x aufgehen, und folg- 
lich sind nur diese noch von den z.wy Werthen der 2, auszuschliefsen. 

Geschieht solches, so bleiben 

19. z.yy—vy = (£e—l)wy 
Werihe von %, aus der Reihe der Zahlen (3.) übrig, die weder mit einem d, 
noch mit x aufgehen. Folglich ist die durch Vz bezeichnete Anzahl dieser Zahlen 


20. NP: — (2 —1)yy, und 
21. o. — (2 —1)ypy für alle Theiler d von y; 
wie es der Lehrsatz in (4.) behauptet. 
Anm. 1. @. Findet die Bedingung nicht Statt, dafs & mit y keinen 
der Theiler d gemein haben soll, so gehen alle die x.gy verschiedenen 2, (16.). 
die mit keinem d aufgehen, auch schon mit & nicht auf. Denn ginge ein 
solches 8, mit x auf, so mülste es auch mit denjenigen Theilern, die z und 


y gemein haben, aufgehen, und hälle also diesen Theiler mit y gemein; was 
nicht der Fall ist. Hat daher x mit y Theiler d gemein, so sind von z.yy 
Werthen von %,. die mit y kein d gemein haben, keine £ wegen mehr aus- 
zuschliefsen, sondern die Anzahl 93 der Zahlen aus der Reihe der Zahlen (3.). 
welche mit keinem d und auch mit © nicht aufgehen, ist = x.py selbst; 
wie in dem Falle des Lehrsatzes ($. 79.). 
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Anm. 2. H. Die Erwägungen in (E. und F.) sind die Haupimo- 
mente in dem Beweise des gegenwärtigen Lehrsatzes. 


$. S1. 
Lehrsatz. 


Wenn man eine beliebige ganze Zahl Z nach ($. 21.) durch 


e,  * Eu 

1. Z=p:.P-Pr-...Pp, 
ausdrückt, wo die p die sämmtlichen u Stammtheiler von Z und die e 
beliebige ganze positive Zahlen, Null eingeschlossen, ausdrücken, dann 


aber das Product 
2.  PıPaPs----Ppu = z und 


e,—i1 em el eu—i 


’ Z 
3, Z—=nz, also = —=p -P2 Ps +++ -Pu 


setzt, und die zu z und Z theilerfremden Zahlen —>O und — x oder 
—Z wie oben durch z, und Z,, die Anzahl dieser z, und Z, durch 
ya und pZ bezeichnet, so werden 

I. Alle zu Z theilerfremden Zahlen Z, durch die zu ı theiler- 
fremden Zahlen z, vermittels der Gleichung 

4. Z,=vıHtz, 
ausgedrückt, wenn man in derselben dem z, der Reihe nach für 
. v=01,23,3,....2—1 (8) 

alle die Werthe giebt, die es haben kann; so dafs also blofs die zu 
z—=PıPPs:.:-- Pu Lheilerfremden Zahlen z, nöthig sind, um alle zu 
Z=Ppi.Pr.Ppr:... p," theilerfremden Zahlen Z, zu finden. 

II. a. Die Anzahl yz der zu z theilerfremden Zahlen ı, 
>0 und <z 3st 

. pa = (pr -Y)R—N)pB—1)....(p.—1). 

b. Die Anzahl pZ der zu Z theilerfremden Zahlen Z, >—V 

und <Z ist 


e,—i e—l 


. pl=nyı= Pi «Ps “Ps +++. pi“. PiD)Pp—-Np—1).... (pu— 1). 
Il. a. Ist der kleinste Stammtheiler p, von Z (1.) = ?, und 
sind x andere Stammtheiler p von der Form %'**.n-+1, wo n nicht weiter 
durch 2 theilbar angenommen wird, und welches dann für —V die Form 
4n--1 einschliefst, die übrigen u—xz—1 Stammtheiler von der Form 
4n—1, so ist 
8 gZ durch Atrtnrn.... +2 ghelbar. 
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b. Ist der kleinste Stammtheiler p, von Z (1.) >?, so ist 
9. gZ durch Urrtnte dheilbar. 

IV. a. Die Summe Syz der sämmtlichen zu z theilerfrem- 

den Zahlen z, >O und <z ist 
10. Syz=3292 = 4P-Pr-Ps- + -- PalPpı —1) ep —1)(p—1)...- (Pua—1). 

b. Die Summe SyZ der sämmtlichen zu Z theilerfremden 
Zahlen Zy —>O und <Z ist 
PM -DPIZ-DPR—N Pu) 


11. SpyZ=—=1Z9Z=—=14nZoz=1n’zpoz—=1Z 
/ BR F . f 27 ee 











Beispiel zu I. Es sei 
13. „um Mu, 5, 





also 
. u. 3 —5 u) 
| Pı > P: » Ps | . 
it FR ni 
| = 8 —=ı, 8—l, 
Z 
n Pr 4 
nv 
Die zu z2== 30 theilerfremden Zahlen 2,>0 und <x sind 
4 2 = 1% 731 1 29,59, 23 88. 


Man erhält also nach (4.) die zu Z=- 360 theilerfremden Zahlen Z, —>0 und 
Z, wenn man zu den 3, (14.) der Reihe 1.30; 2.30; 5.30 bis 11.30 
hinzuthut. Dies giebt 
/ 13161 91 121 151 181 
Y/ 


1 271 301 331 
737 67 97 12711 


247 277 307 337 


eu 
mn bummn. 
Bun 
> DD 
ES 
ja 


187 2 

11 41 71 101 131 161 191 221 251 281 311 341 
| rn 13 43 73 103 133 163 193 223 253 283 313 343 
. #7 °\17 47 77 107 137 167 197 227 257 287 317347 


19 49 79 109 139 169 199 
23 53 85 113 143 173 205 
2) 59 59 119 149 179 209 


99 289 319 349 
293 323 355 
269 299 329 359: 


#% vw tv 3 
wm. DD 

rt . 

er‘ 

we 


nn D 


w 
„gm r 
DEE 


und alle diese Zahlen, und nur sie, sind wirklich zu Z == 360 theilerfremd. 


Zu Il. Der Ausdruck (6.) giebt hier, zufolge (13.), 

16. 929.0 = (?—- )BE—-1)5—-1)= 1.2.48; 
und dies ist Anzahl der zu z==30 theilerfremden Zahlen 2, (14.). 

Der Ausdruck (7.) giebt, da n—= 12 und 93=8 ist (13. und 16.). 
und dies ist die Anzahl der zu Z== 360 theilerfremden Zahlen Zy (15.) 
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Zu III. In (12.) ist der kleinste Stammtheiler p, von Z gleich 7, und 
nur 7,5 ist von der Form 4n --1, also <=1. Es soll daher nach (8.) 
pA=% (17.) durch PH — Y’ = 32 theilbar sein; was auch der Fall ist. 
Wäre Z = 3°.5.7°.17°, so wäre 2 = 3.5.7.17, 2 =2.4.6.106 (6.) 





a a | n ) 
— 765, n = —=3.17.17=2499 und gZ=ngypz (T.) = 2499.76. Dies 
as 
soll, da hier „= 5 =’ und =V7="-1, also 0, ,—\, 
z—=?, u=4 ist, nach (9.) durch Atrtatr: — 42404? —_ 8 — 956 theilbar 


sein; was auch der Fall ist. 

Zu IV. Nach (10.) soll für = 30 (13.), also für yz == (16.). 

18. ISyz = 41.30.5 = 1% 

sein; und dies ist auch die Summe der zu z == 30 Iheilerfremden S Zah- 
len 2, (14.). 

Nach (11.) soll für Z= 360, also für yZ— 9% (17.). 

19. Sy Z = 4.360.96 —= 17250 

sein; und dies ist auch die Summe der zu Z== 360 theilerfremden 96 Zah- 
len Z, (15.). 

Beweis von I. A. In der Gleichung 

20. Z, = vz-2, (4.) 


y 
geht 


21. 2 = P9:-P-Ps:-::-Pu (2.) 
mit allen den Stammtheilern p von Z (1.) auf, 2, dagegen mit keinem der- 
selben, weil es nach der Voraussetzung zu 2 thedlerfremd ist. Also kann 


auch Z, in (20.) mit keinem der p aufgehen, was auch v sei. Denn ginge 


P 
Z, mit einem der p auf, so müfste, weil x damit aufgeht, auch x, 
p aufgehen, und folglich wäre 2, zu z nicht theilerfremd: gegen die Vor- 
aussetzung. Also ist Z, in (20.) für jedes x 
und folglich auch zu Z theilerfremd. 

B. Denn es giebt auch keine anderen zu Z theilerfremden Zahlen Z,. 
als die, welche (20.) ausdrückt. Denn gäbe es eine solche, so könnle sie 
nur zu einem 2%, gehören, welches necht zu 2 theilerfremd wäre und folglich 
mit irgend einem p aufginge. Geht aber 2, mil irgend einem p auf, so 
müfste vermöge (20.), da z mit jedem p aufgeht, auch Z 


mit dem 


„ und jedes v nothwendig zu < 


„ mit dem p aul- 


gehen, und wäre also zu 2 und folglich zu Z nicht theilerfremd. 

C. Endlich sind alle Z,, welche (4.) oder (20.) ausdrückt, _- 
und <Z, wenn man » nach (5.) nicht gröfser als n— 1 setzt; denn erst 
nz ist — Z (3.), und 2, ist < 2, also (n— 1)z+2, noch <Z. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1. | 11 
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Mithin folgt. zusammengenommen, dafs (4.) alle zu Z theilerfremden 
Zahlen Z, > 0 und <Z ausdrückt; wie es (1.) behauptet. 

Erster Beweis von Il. D. Alle Zahlen y>0 und <py', die 
n:ch! mit dem Stammtheiler p, aufgehen, sind zu p\ theilerfremd; denn mit 
welchem andern Stammtheiler auch „ aufgehen mag: p,' geht damit nicht auf. 

f. Nun gehen von den Zahlen 

ET. 
23. nur die Zahlen p,, 2» 3Pı, #Pı> ---- pi .p=pl 


mit p, auf. Alle zweschen denselben liegenden, die allgemein durch ®&p, +r 


I 


ausgedrückt werden können, gehen nicht mit p, auf, weil r <p, und >0 ist. 
Die Anzahl der Zahlen (23.) ist — pm, Werden also diese von den 
p, Zahlen (22.) ausgeschlossen, so bleiben -m =p (pl) Zahlen 
übrig, die necht mit p, aufgehen und die also sämmtlich zu p,' theilerfremd 
sind. Folglich ist 
‘ 1 6. 
24. gp = pi (ml) 
Ganz aus denselben Gründen ist 


ppr pP (p— l), 


e; 


5) =m (ml): 


e eu! 
PP = Pu Pu). 
F. Nun ist allgemein nach ($. 78. 8.) 


26. Pi. PPr-YPP5.:--. pp.“ =yp (pr.p®.ps. u pi“) — 92 (1). 
also ist aus (24. und 25.) 


e—1 zen e,—1 


27. ygä=p .Pp -Pr PEPPER NM D.... (m): 
und dieses ist der Ausdruck (7.) von gZ im Lehrsatze. 

Zweiter Beweis von Il. @. Es sei y eine beliebige, p eine 
Stammzahl, die in y nicht aufgeht. yy und g(py) bezeichne die Anzahl 
der zu y und py theilerfremden Zahlen —>0 und <y und py. 

Alsdann ist gemäfs ($. 80.) 

28. Y(py) = (p—-NWyy; 
was auch y sein mag, wenn es nur nicht mit » aufgeht. 

H. Setzt man nun zunächst y = p,, so ist offenbar yy = pm —I1; 
denn alle die p, —1 Zahlen 1,9, 3,4 .... ?ı —1 >0 und <p,., und nur 
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sie, sind zu der Stammzahl p, theilerfremd. Setzt man also weiter in (28.) 
zugleich p, statt p, was in y==p, nicht aufgeht, so ergiebt sich 
29. pP) = (M—1)(m—1). 
Setzt man hierauf in (28.) p,p, slalt y und p, statt p, was wieder 
in y==p9,p, nicht aufgeht, so ergiebt sich 
30. (PP) = (B—1) y(pıP) = (mr —1) (pe —N)(m—1) (29.). 
Und so weiter, wenn man der Reihe nach p, p,p, statt y, p, statt p, 
pP P:P;p, Statt y, p, statt p etc. setzt. Zuletzt findet sich 
31. p(PıP:Ps---- Pu) oder 92 (2.)= (pr —1) pe —N)p—1)....pu—1: 
und dieses ist die Gleichung (6.) des Lehrsatzes. 
I. Nun drückt zufolge (1.) 
32. Z, =vz-z 


Y 99 
alle zu Z theilerfremden Zahlen Z, —>0 und <Z aus, wenn man dem v 
der Reihe nach die 2 verschiedenen Werthe 0, 1, 2, 3, .... a—I (5.) und 
dann dem z, alle die 93 Werthe > 0 und <{z giebt, die es haben kann. 


Zu jedem Werth von v in (32.) gehören also „2 Werthe von Z,. 
und folglich giebt es überhaupt ny2 Werthe von Z,, und daher ist 


3. gZ=nyz — 2 (Dep)... (Pu—1) @. und 37.) 


e- el 1e—l 


de PB) —1)(m- 1)....(?,—N) (1. und 2.): 
und dieses ist der Ausdruck (7.) des Lehrsatzes. 

Beweis von Ill. K. Ist der kleinste Stammtheiler p, vonZ, —\. 

so sind alle übrigen «—1 Stammtheiler p:, P;» Pa, » -.. p. ungerade; also 

geht von den « ersten Factoren von gZ in (7.), welche Potenzen der p 


1 e 1 . fi . P, e —1 .. . 
—%2' mit ? auf, und zwar mit ?' . Von den übrigen 


sind, allein p 
Factoren (p —1), (p—1), (P—1l), »..- Put ist der erste », —1=- I und 
geht also nicht mit 2 auf. Sodann geben die x verschiedenen p, welche von 
der Form 2'*?.n--1 sein sollen, p—1 = 2’".n. Jeder solcher Factor 
geht mit 2°*? auf, also, da ihrer x sein sollen, so gehen sie zusammen mit 
Yrrnteteo auf. Endlich giebt jedes der «—z— I verschiedenen p, die von 
der Form 42 — 1 sind, p—1=4n—?, und dieses geht, was auch n sein 


4n—? 
mag, nur mit ? auf; denn —, 





—2In—1 ist immer ungerade. Also ge- 
hen diese «—z2— 1 Factoren noch mit 2“*' auf. Mithin geht zusammen- 


genommen pZ mit 
24 ya—l rttıtTatere Yu—-i zei Yatzttı tote Hu—?2 


auf: wie es (8.) in (III. a.) behauptet. 


11* 
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#.. Ist schon der kleinste Stammtheiler p, von Z >> ?, so sind alle 
p ohne Ausnahme ungerade; also geht dann von den . ersten Factoren von 
g# in (7.). welche Potenzen von p sind, keiner mit ? auf. Dagegen gehen 
von den übrigen « Factoren diejenigen #, für welche » von der Form Y*,n---I 
ist. jeder mit 2°", zusammen also mit rotem re auf. Von den u—x 
Factoren,. für welche » von der Form 4r —1 ist, geht jeder nur mit ? auf; 


Yu 


was noch 2“"* giebt. Uberhaupt also ist dann gZ durch 


35 Q22-41, 472.0. um _— _ Hert tt... tu 
« « [3 nv En A 


ee m 


theilbar; wie es (9.) in (111. ö.) behauptet. 


Beweis von IV. M. Die zu einer beliebigen Zahl Z theilerfremden 
Zahlen >00 und < % sind nach ($. 65. I.) immer paarweise vorhanden. und 
die Summe jedes Paares beträgt Z. Da also yZ die Anzahl der zu Z theiler- 
fremden Zahlen ist. so ist die Zahl der vorhandenen Paare = 4yZ, und da 
jedes Paar Z beträgt, so ist die Summe aller, 

36. Sy —= 12.92. 

Dies ist der erste Ausdruck von SyZ (11.) im Lehrsatz. Setzt 
man darin gZ=—=ngyz aus (7.), so ergiebt sich der zweite Ausdruck (11.). 
Setzt man hierin Z=nz aus (3.), so ergiebt sich der dritte, und setzt man 
darin n — e aus (3.), so ergiebt sich SyZ —= 4 2 2y2—} 2. und 


2 
vermöge (2. und 6.) der vierte Ausdruck von SyZ (11.). 
Für Z=2 ist, wie in (35.). 
37. Sgyz = 42.92. 
Dieses ist der erste Ausdruck von Nyz in (10.). Setzt man darin die Werthe 
von x und yz aus (2. und 6.), so ergiebt sich der zweite. 

Anm. N. Der erste Beweis von (IH.), dem Haupttheile des gegen- 
wärtigen Lehrsatzes, bedarf zwar (1.) nicht, aber des Lehrsatzes ($. 78.) mit 
seinen Vorbereitungen ($. 74. 75. 76. und 77.). Der zweite Beweis von (11.) 
dagegen bedarf aller dieser Vordersätze nicht, sondern nur des einfachen 
Satzes ($.S0.). Er ist daher bei weitem kürzer als der erste, und vielleicht 
der kürzeste von allen. die sich von (II.) geben lassen. Er würde deshalb 


insbesondere für die Elemente geeignet sein. 

0. Von dem Satze ($. 78.) würde sich sogar der Ausdruck (8.) für 
den dortigen besondern Fall (II.) umgekehrt aus dem gegenwärtigen Satze (11. 7.) 
ableiten lassen. Denn zerlegt man z. B. Z (1.) in zwei beliebige zu einander 
theilerfrende Factoren. die also jeder nur verschiedene p enthalten dürfen, 








> 
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2. B. in 
3 Z= nm = M.m-Pr..- pP” x Pr re i. .pE; 
so ist nach (7.) 
‘ e,— e,-1 e- e,—ı 
39. 2 = Ppı pP: -P; (HM-VRr—1V)(—1).... (pl). 


2. ae DPD er... PD: 
und 93, (39.) mit 2, (40.) multiplieirt giebt nichts anderes als yZ (7.), 
so dafs also 
41. yA= 92,.9% 

ist. Auf dieselbe Weise kann man die Factoren 2, und 2, weiter zerlegen. 
und es findet sich der Ausdruck (8.) in ($. 78.). 

Weiter unten werden sich noch andere Beweise von (II.) finden, die 
auf völlig verschiedenen Vordersätzen beruhen. 


$. 82. 
Lehrsatz. 
Das Product P, von v Factoren 
(+, +2. +3+....+3,) 
ee. Re) 
x(v +4 +9, +%+....+6,) 


x (m, m, -m,-+-m;-H-....-+m,) 
x, +n,+nm-+m-....+n,) 


I. die Summe von Gliedern, deren jedes v Facloren, und zwar 
aus jeder der Reihen (1.) nur einen Factor enthält, also nur ein a, 
nur ein b u.s. w. und die sämmtlich durch 
2. au+Da,-6,....M,, N 


ıst 


KH’ 


ausgedrückt werden, wenn man in (2.) der Reihe nach 


7 —— 0, l, yA 3 .... 0, 
EEE 9 
3 yv=(0 13%, : ER 7° 
ul Wer v0, l, 2a Is .... U, 
Vi, au 0, 1, 2, 3, . V 


selzt. Keines der Glieder, welche (3. und 2.) geben, fehlt, und keines 
kommt mehr als einmal vor. 
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II. Die Anzahl der Glieder des Products P, (1.) :st 
. = (+ BY HN....(u+D@+n. 
Beispiel. Es sei 
>. P, u. (+ a, -4,)(b, + b,)(c,-+eCı +04 C;), 
also 





6. - wel, am=?, Bel, vl, 

so findet sich, wenn man wirklich multiplieirt, 
P,= («b,+ab+@b+ a,b, ad, +a,b,)(c,-+c,+-c,+c,) oder 
P = a,d,C,+a,b,Co+ a,b,C,+ a,b, a,b,c,- a,b, c, 

L4,b,o tab, +@b,c+a,b,e +ab,c+a.bie, 

+a,b,+ a,b, +0,06, +4,d,0, +4, db 6,--a,b,e; 

+4a,b,6;+4,d,6;+4,b,6; + a,bd,0,+4b,0,-+ab c;. 
Alle diese Glieder giebt (2.), wenn man darin der Reihe nach zufolge (3.) 
0, 1,2. A=0,1l und y„=0,1,2,3 setz. Die Anzahl der Glieder 
in (7.) ist 24 = 3.2.4= (a+1)\(P-+D)yY+D; gemäls (4.). 

Beweis A. Man setze einen Augenblick voraus, das Product P,_, 
der ersten »— I Reihen rechts in (1.) mit den a, db, c,.... m, also das 
Product aller Reihen (1.) bis auf die letzte n,--n, +n,--....-n,, erfülle 
was der Lehrsatz in (1.) behauptet, nemlich, dafs das Product P,_, die Ge- 
sammtheit «aller der Producte sei, welche nach (2.) hier durch 


Si 


[# 


8. 4: de 
ausgedrückt werden, wenn man in (8.) den «,, P,, Yız---» 4, die Werthe (3.) 
eiebt; desgleichen setze man voraus, dafs kein a, db, c etc. in einem der Pro- 
ducte (8.) mehr als einmal vorkomme, und kein Product von denen, welche 
(8.) giebt, fehle und keines mehr als einmal sich zeige. 

B. Multiplieirt man alsdann diese Gesammtheit der Producte (8.) noch 
mit der letzten Reihe u, +-n,-+-n%,-+-....n,, um P, (1.) zu finden, so 
sind alle die Glieder (8.) erst mit ”,, dann mit n,, darauf mit n, u.s. w. bis 
zu n, zu multiplieiren. Also wird auch die Gesammtheit des neuen Pro- 
ducts P, durch 

9. a :d5.6,-.-- ” 
ausgedrückt, und zwar so, dafs allen Gliedern, die (8.) giebt, noch der Factor 


lm, N, 
n mit allen den Zeigern O, 1, 2, 3» .... v, welche v, bezeichnet, hinzu- 
sefügt ist. Hier fehlt kein Product in Beziehung auf n, und keines kommt 


mehr als einmal vor. 


Also, wenn der Satz für »—1! Reihen in (11.) gilt, so gilt er auch 
für v Reihen. 
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B. Daraus folgt, dafs der Satz für »— 1 Reihen gilt, und folglich 
nach (A.) für v Reihen, wenn er für »— ? Reihen gilt; ferner für v—? Rei- 
hen, und folglich nach (A.) für v—1 und v Reihen, wenn er für » — 3 Reihen 
gilt; u.s. w. Zuletzt also folgt, dafs der Satz für » Reihen gilt, wenn er 
für v— (vr—1)=1 Reihe gilt. 

Für 1 Reihe wW.-4,+@-+....-a, aber gilt er offenbar: denn alle 
Glieder dieser Reihe drückt a, (8) aus, wenn man nach (3.) der Reihe nach 
ao. —=0V,1,2,3,.... 0 setzt: also gilt (1.) für beliebige v Reihen in P, wirklich. 

C. Man setze, die noch unbekannte Anzahl der Glieder des Products 
P,_, der ersten v—1 Reihen in (1.) sei =«,. 

Wird dieses Product P,_, noch mit der letzten Reihe n,- n,+n;--.... ı n, 
multiplieirt, um P, zu finden, so ergeben sich zuerst x, sämmtlich verschiedene 
Glieder, die sämmtlich rs, zum Factor haben; sodann x, andere Glieder, sämmt- 
lich mit n, zum Factor; darauf =, andere Glieder, sämmtlich mit n, zum 
Factor u. s. w.: zusammen also, da v--1 verschiedene n vorhanden sind, 
(v--1)x, verschiedene Glieder. Und da nun die Anzahl der Glieder des Pro- 
ducts P, durch x, zu bezeichnen ist, so ist 

10. 2, = (r-+l)e,. 
D. Aus demselben Grunde ist, wenn man die Anzahl der Glieder des 
Products der »—? ersten Reihen in (1.) durch x, bezeichnet. 
1. = (u+l)z,, 
was, in (10.) gesetzt, 
12. z,= (-+1)u+l)z;, 
giebt. Eben so ergiebt sich 2, — (4-+1)x, und, in (12.) gesetzt. 
13. 2, = (v-l)(u+l)A+1),; 
u. 5. w. Zuletzt also, da für die erste Reihe allein, 2, — «+1 ist. 

14. 2, = v-1)(w+1)a-+1)....y+1)(P-+N)(a N): 

gemäfs (4.) in (I1.). 
$. 83. 
Lehrsatz. 
Wenn mun für eine beliebige Zall z., 
. une 
setzt und durch e, jede zu e theilerfremde Zahl >V und —_ e be- 
zeichnet, so drückt in 


2. X E.e, 
3... x alle die Zahlen 1,2, 3, 4 .... 2 
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aus, und jede nur einmal, wenn man den e und e, alle die ganzzahli- 
gen Werthe beilegt, die sie haben können, 1 und z nicht ausgeschlossen. 


Beispiel. 


Es sei 


. z = 1% = 2.32,7, 


so kann e nebst dem zueehörisen & foleende Werthe haben: 
© g o 


18, 21, 42, 


5. e 


a 
——-. 


1, 


) 
7 


it 


6, 


9, 14, 
6. e — 1%, 63, 42, 21, 18, 14, 9, 


1, 


6, 


3, 


) und 


Die zu den verschiedenen e theilerfremden Zahlen e, sind folgende: 


T. 


Multiplieirt 
giebt sich 
Für & 


8. 


2 == €. 


und dieses sind, wie man sieht, alle die Zahlen 1, 2, 3,4,... 
kommt mehr als einmal vor. 





Für e 


— 


e 


$ 


| 


| 


126 63 42 
— 126 63 42 


1236 


111111 711 
2822 359 
3457 


21 
21 


54 105 


45 9 
5711 
6819 


18 
18 
36 
4 


72 


A 


90 


man nun nach (2.) diese e, 


14 


14 
28 
56 


7 


7 


98 


11 
13 
17 


791418 21 42 


11 
25 
4 11 
5 13 
8 17 
10 19 10 31 52 
11 23 11 32 53 
13 25 13 34 55 
16 29 16 37 58 
17 31 17 38 59 
19 37 19 40 61 
20 41 20 41 62 


63 


— 
1 22 49 


2 
4 
d 


23 
25 
26 


44 
46 
47 


S 29 50 


— Nun 
1 43 


11 53 
13 55 
17 59 
19 61 
23 65 
25 67 
29 71 
31793 
37 79 
41 83 


126 
85 
89 
95 
97 
101 
103 
107 
109 
113 
115 
121 
125. 


9 47 


63 und 16, 
1. 


mit dem zugehörigen & (6.), so er- 


27 
45 
S1 
99 


oa NN 


3 
49 
77 
91 


105 112 117 119 


6 

6 
12 
24 
30 
48 
60 
66 
78 
96 


102 
114 111 
120 123 


on 


[FE 
© 


39 
51 
97 
69 
75 
87 
93 


w 


X 


10 
16 
20 
2 
26 

2 
34 
38 
40 


2 


_——— nn 
4 86 1 


46 8 5 
50 92 11 
92 94 13 
58 100 17 
62 104 19 
64 106 23 
68 110 235 
74 116 29 
76 118 31 
80 


29) 
- 


122 37 
124 41 83 125; 
. %, und keine 


1 
43 
47 
93 
99 
99 
61 
65 
67 
A 
73 
79 


5 
59 
95 
97 
101 
103 
107 
109 
113 
115 


121 
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Beweis A. Es sei n eine der Zahlen 1,2, 5,4, ....2 (3.). Sie 
wird irgend einen Theiler mit 3 gemein haben: wenn keinen andern. so den 
Theiler I. Welches also auch dieser Theiler sein mag: er ist zugleich ein 
Theiler von 2, und also einer der Werthe von «. 

B. Man nehme den gröfsten der Theiler, welchen n und z oemein 
haben. Er wird immer, als Theiler von 2, durch & bezeichnet. 


_ 


2 n . . \ . . 
Alsdann haben aber — und - weiter keinen Theiler > I gemein. und 


. . 019 2 0. . nn. - 
sind also zu einander Zhedlerfreind, während zugleich — >0O. md <— ist. 


T. 
c 


5 


C. Aber . ist vermöge (1.) =e, und alle zu e thederfremden 


Zahlen —>0O und <e werden durch e, bezeichnet. Also ist 2 nothwendiy 
eines der e,. 
D. Nun ist identisch 


n 
9. n = E.—. 


also ist. e, statt — geselzt. 


10. N — E.e, — LT (2.). 
und daher kann x in (2.) jede von den Zahlen 1, 2, 3 4. .... x sein, für 
irgend ein e und &. Dieses ist. was zunächst der Lehrsatz behauptet. Es mufs 
aber auch (10.) alle x oder n ausdrücken; denn zu jedem beliebigen n oder 


Di 


x gehört in (B.) irgend ein e und folglich ein e — 


E. Gesetzt, verschiedene e und & könnten in (2.) ein- und dasselbe 
x geben. z. B. es könnte 


11. &.e, = 0.d 


9 
sein; wo de angenommen werden mag. 





Da nach (1.) —— und I=- ist. so ist (11.) so viel als 
2. zu — 2% 
e d 
und daraus folgt 
e.d 
13. T: 


Dieser Gleichung zufolge müfste also e.d, mit d wufgehen, indem e, jeden- 

falls eine ganze Zahl ist. Da d, zu d theilerfremd ist und also kein 

Theiler von d in d, aufgeht, so müfste d in e allen aufgehen. Dies aber 

ist nicht der Fall, da d_>e vorausgesetzt wird. Also kann (13.) und folg- 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 12 
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lich (11.) necht Statt finden: mithin können verschiedene e und e nicht ein- und 
dasselbe x geben, und folglich drückt &.6, (2.) jedes z aus den Zahlen 1,2, 
„4,....z nur emmal aus. Dieses ist die zweite Behauptung des Lehrsatzes. 


S. 84. 
Lehrsatz. 

Die Gesammt-Anzahl der Zahlen, welche zu allen den ver- 
schiedenen Theilern einer beliebigen Zahl z (1 und z nicht ausgeschlossen) 
therlerfremd und —V und < als je die einzelnen Theiler sind, ist — 1. 

Das heifst in Zeichen: wenn man alle die möglichen Theiler einer 
Zahl zu durch ©, &, &, .... e, und die Anzahl der zu diesen Thei- 
lern theilerfremden Zahlen, —V und < als die einzelnen Theiler, 
durch ge. (2%, 163» .... pe, bezeichnet, so ist 

l. 9a +9, +9&-+....+9e = z 

Beispiel. In dem Beispiel zu ($. 83.) sind die e, ($. 83. 7.) die 
„u den verschiedenen möglichen Theilern 1,2, 3,6, 7,9, 14, 15, 21, 42,63 und 
I26 von = 126 theilerfremden Zahlen —>O und <Z als die Theiler. Ihre 
Gesammt- Anzahl ist 126 = z. 

Erster Beweis. A. Nach ($. 83.) erhält man, wenn man die ver- 
schiedenen. zu den verschiedenen e theilerfremden Zahlen e, mit dem Theiler 


E— — von z& multiplieirt, alle die z Zahlen I, 2, 3,4 .... 2. 

B. Gäbe es nun mehr als x verschiedene Zahlen e, für die ver- 
schiedenen e, so müfste es entweder Producte &.e, geben, die gröfser als 
z sind, oder es mülsten Producte, die nicht gröfser als z sind, mehr als 
einmal vorkommen. Krsteres ist nicht der Fall, da e, nicht gröfser als e, 
und 2.e=xz, also e.e, nicht gröfser als z ist. Letzteres ist nach ($. 83.) 
nicht der Fall, denn &.e, giebt jedes x nur einmal. Also kann es nicht 
mehr als z zu den verschiedenen e theilerfremde Zahlen e, geben. 

Ü. Gäbe es weniger als x Zahlen e,, so könnte das Produet &.e,=—= x 
nicht & verschiedene Werthe haben; denn die e 


g, zu einem und demselben e, 


sind nur mil einem e— — zu multiplieiren. Das Product === e.e, hat aber 
e 

nach ($. 83.) wirklich alle die z Werthe 1,2, 3, 4,.... 2. Also kann es 

auch nicht weniger als z zu den verschiedenen e theilerfremden Zahlen e, 


>0 und —e geben. 


Folglich mufs die Gesammt- Anzahl dieser Zahlen e, nothwendig gleich 
3 sein; wie es des Lehrsatz behauptet. 
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Zweiter Beweis. D. Es werde nach ($. 21.) z durch 
2. ze eb. c.... mn 
ausgedrückt. und bestimmt, dafs a, db, c,..... »a, n sämmtlich Stammzahlen 
sein sollen. Alsdann wird durch 
3. e— a".brı.ch....m“.m" 
jeder mögliche Theiler e von z ausgedrückt. wenn man der Reihe nach 


PR 5 77 7 We 7 
Pi se 0, 1, A 3, ee D j 
4 7ı Be 0, l, 2, 3 Baer a 7 > 
A, — 0, 1, 2, 3 eo... u 3 


2 7 A Se RE 
setzt. Denn e in (3.) drückt alsdann alle möglichen Potenzen der Stamm- 
zahlen a, db, c,..... n von O an bis @, 9, 7, .... v und ihre Producte aus: 
und nur diese und die keiner andern Zahlen gehen in 2 auf. 

E. Nun ist nach ($. 81. 7.) die Anzahl der zu e (3.) theilerfrem- 
den Zahlen >0O und <e: 
5. year] (a—1).dA (dB —1).cH"(c—1).... mem! (m—1).n"="(n—1). 
Giebt man also hier den &,, Pi, Yıs ---- 4. v, alle die Werthe (4.), so 
drückt (5.) die Anzahl der zu allen Theilern e von z theilerfremden Zahlen 
—>0 und <e aus. 
FE. Dabei ist jedoch zu beobachten, dafs für den Werth Null von 
et» Pıs Yıs »+ +. Yyı In.) für a" '(a—1), bi (d—1) etc. nicht a (a—1). 
b='(b—1) etc. gesetzt werden muls, sondern blofs 1. Denn wenn z. B. 
eo, —=0 ist, so ist in (d.) a" = a’— 1 und a ist dann in den hierauf sich 
beziehenden Theilern e von 2 (3.) gar nicht vorhanden, also auch nicht in 
pe (5.),. und es muls folglich für «, =0 in (5.) statt «—"(@a—1) blofs 1 
geschrieben werden. 
@. Nun bezeichne man die Werthe 
von a !(a—1) für ,—=0,1,2, 3,.... @ durch a, @,%,4;,.... 4,. 
von #76 —1) für f, —=0, 1,2%, 3,.... $ durch d,,d,,b,,b;,.... b;, 
von 7! (e—1) für „=0,1,2,3,....7y durch ©,, €, €, &,. 


von an“ = (m—1) für 4=0,1,2,3,....m durch m,,M,,n,,M;,.... m 
von wi! (n =>; 1) für V; — 0, 1, 2, Is ...% n durch n,.» n,, Nn,, N;, ..0 © n,: 
12 * 
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Alsdann drückt ge (5.) alle möglichen Producte von 4, @&, &y .... dus 
bu bis da, .... d, u.5s. w. aus, unter der Bedingung, dafs jedes dieser Pro- 
ducte ein a, ein b, ein €, ..... ein m und ein n, und nur eines enthalte. 
I. Die Gesammtheit oder die Summe aller dieser Producte ist nach 
($. 32.). unter der gleichen Bedingung, 
— (Wh -+G....+4,) 
xb,+d+b-+b,....+b,) 


r x (+6, 7676;. C, 
x (m, m +m,-m;....-+m,) 
x mM +M-4N,....+N,), 


und dieses Produet ist also die Summe aller der allen Werthe. welche 
se (5.) haben kann, mithin die Summe der Anzahl der zu allen möglichen 
Theilern e von x theilerfremden Zahlen —>0 und <Ze, folglich das Nemliche. 
was in (1.) durch ge - 9&--Ye,.... ge, bezeichnet wurde. 

!. Selzt man nun in den Ausdruck (7.) die Werthe der «, der 5, 
der e u.s. w. aus (6.). mit der Berücksichtigung, dafs nach (F!) «= |. 


b I, =, ...: u = ll, u —1ir,; so,ergiaht sich 
ya pp P&..... -pe, 
(a—1)+- a (a —1l)—- w(a—1)....+-a”'(a—|1)) 
X ei b—-N)+- bb —I)- bib—I).... + bb —1)) 
I (xXCH e—N)-+- ce (e N-+elce—1).... + e (ce —l)) 
iR X mn—1) m (m— 1) —-m’(m—1).... mm) 
\ a n 1)- nn! A VtRm—).... wm) 


Es ist aber z. B. die erste Reihe rechts in (8.) 
L--(a— 1) aa —1) aka —1).... - a "(a—1)--a(a—1) 


— Ita +a-0.... ana 


BE er m DT ET un 
= WE, 
Auf dieselbe Weise ist die zweite Reihe rechts in (8.) — 5°, die dritte —e’ 
u.s. w. Also oiebt (8.) 
10. yatye-+pe...+gpe, = a“.b".ct....m“.n’. 
und vermöge (2.) 
1. 9&--9&,-+9pe....+-9e = %; 


vemäfs (1.) im Lehrsatz. 
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Dritter Beweis. K. Man berücksichtige zuerst den eenzigen Theiler 
12. 2 — bf.ch.... mt mn 

von & in (3.). für einen festen, bestimmten Werth der Exponenten /,, Yıs --- 

. 4, v,: so ist die Anzahl der zu demselben theilerfremden Zahlen 7 0 
und <_e nach (9.) 

13. ge = bb —1).cHTle—1).... me (m—1).wn—1). 
L. Nun erhalte dieser Theiler < noch den Factor a, so ist nach (9.) 
14. glea) = (a—1). bi (b—1).cH = (lce—1)... me (m—1).n (mn 1) 


— (a—1l)pe. 
Bekommt der Theiler & statt « den Factor a’, so ist nach (9.) 
15. lea) — ala—1).bF!d—1).cH""(ce—1).... m (m—1).n (n—1) 


— ala—1)y:. 
Bekommt & den Factor «4°, so ist nach (5.) 


16. lea) — a (a— 1). d&-1(b—1).cH(c—1).... m“=!(m—1).n”""(n— 1) 
— a(a—1)ype. 
Setzt man so weiter dem Theiler «e der Reihe nach die Factoren a‘, @, @, .... @ 
zu, immer für einen und denselben bestimmten Werth der Exponenten /,, 
Yıs Os > +0. 45 Yı, So ergiebt sich aus (13. 14. 15. etc.) zusammen für die 
Summe der Anzahl der theilerfremden Zahlen zu allen denjenigen Theilern e 
von & (3.), welche sämmtlich den einen bestimmten Factor b".cH. ..m“. m 
und dabei der Reihe nach noch die Factoren «, a‘, @, @, .... a“ haben. 
pe--gplea)--plea’)-- plea)....--pl(ea‘) 

— [| I--a—1-+-a(a—1)—-a’(a—1)—-a’(a—1).... a (a1) a (a—1)|y: 
1. | lI+a-a-ta-a....zan'-a 

AA d— — a... — a" Lg 

= d". pe. 

M. Für jeden der Theiler 
18. = bfi.ch.... mn“ m 

von 2%, für einen festen bestimmten Werth von P,, 1, --- - 44, v, beträgt 
also. wenn man dem & der Reihe nach die Factoren «, a', a’, .... a“ hin- 


zufügt, die Summe der alsdann zu diesen verschiedenen Theilern von z thei- 
lerfremden Zahlen das a*“fache der Anzahl pe der zu & selbst theilerfrem- 
den Zahlen. 

N. Dieses gilt nun gleichmäfsig von jedem der Theiler = (12.), die 
man erhält, wenn man den ,, /ı> --.- 4, Y, immer andere, und alle die- 
jenigen Werthe (3.) beilegt, welche sie haben können. Immer ist für jedes : 
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die Zahl gs der zu ihm theilerfremden Zahlen «* mal so grofs, so wie man 
dem & nach der Reihe nach alle die Factoren «’, a, a’, a’, .... a“ zusetzt. 
Also. da das Gleiche von jedem & und seinem ge gilt, so gilt es auch von 
der Summe der ge, die durch Se bezeichnet werden mag. 

0. Man erhält aber, wenn man allen den möglichen Werthen, die & (12.) 
haben kann, jedem noch die Factoren «@', a', a’, .... a“ zuselzt. alle mög- 
lichen Werthe, die e en (3.) haben kann, also alle möglichen Theiler von z. 

Daraus folgt, dafs sich, wenn man Se mit a° multiplicirt, die Summe 
der Anzahl der zu allen möglichen Theilern von z theilerfremden Zahlen. 
welche durch Sgpe zu bezeichnen ist, ergeben mufs. Und folglich ist 

19. Sgye = a Sge. 

P. So wie nun, wenn man von den e (3.) erst « ausschliefst. e 
dadurch auf & (18.) reducirend, Spe= a" we ist (19.), so ist auch noth- 
wendig. wenn man von den & (12.) d ausschliefst und das dadurch reduecirte 
s elwa durch &, bezeichnet, 

20. Sye = WSye; 
und weiter. wenn man von den &,, € ausschliefst und e, statt e, schreibt. ferner 
d von s,. und e, statt &, schreibt u. s. w. 
Sys = dNSys. 
4 | Sp —= d’Sgs,. 


| Spin = m" Sgpe_ı. 
Dieses giebt, (21.) in einander, dann in (20.) und dies zuletzt in (19.) substituirt. 
22. Sgye — a®.bi.c. d’.... m SE. 

0. Nachdem a, b, c, d, .... m in e (3.) ausgeschlossen sind, bleibt 
aber für &,_, blofs noch n” übrig, und die Summe Sge,_, der Syn”, der 
Anzahl der zu den verschiedenen Theilern n', n', n?, n°’, .... n’ von n’” thei- 
lerfremden Zahlen ist nach (9.) 

In — I n(n—1)4-n"(n—1)-+-n’(n—1)....-n""(n—1)--m"(n—1) 


— I+-n+n’+n’....+nn'ın 
23. | 


—1-n—n’--n’....—n 
=— m: 
also ist schliefslich in (22.) 
24. Sgye = a.b.ci.d’....m’.n, 


und dies giebt vermöge (2.) 
25. Sge = 8; 
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das heifst: die Summe der Anzahl der zu allen möglichen Theilern e von 2 
theilerfremden Zahlen ist = 2; wie es der Lehrsatz behauptet. 

Anm. 1. R. Der zweite Beweis bedarf des Satzes ($. S1.), mil 
seinem Vorgänger ($. 78.) und den Vorgängern ($. 74. 75. 76. und 77.) von 
diesem; auch aufserdem noch des Satzes ($. 82.). Der dritte Beweis be- 
darf zwar ($. 82.) nicht, aber eben so der übrigen. Der erste Beweis da- 
vegen bedarf blofs des Satzes ($. 83.) und dürfte daher der einfachste und 
am besten für die Elemente geeignet sein. 

Anm. 2. 8. Nach ($. 63.) ist für jede N/ammzahl p die Anzahl 
der Stammwurzeln für einen beliebigen Theiler d von p—1, I und p—I 
selbst eingeschlossen, der Anzahl der zu d theilerfremden Zahlen gleich; zu 
jedem andern Theiler d gehören andere Stammwurzeln, und alle zusammen 
sind die sämmtlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, .... ?—1, und jede nur einmal. 
Darin liegt also ebenfalls ein Beweis. dafs die Summe der Anzahl der zu 
allen verschiedenen Theilern von p—1 theilerfremden Zahlen der Zahl p—1I 
selbst gleich ist. Aber dieser Beweis pafst nur auf Zahlen »y— 1, für welche 
p eine Stammzahl ist: die obigen Beweise gelten allgemein für jede belie- 


hige Zahl z. 


( Die Fortsetzung folst. ) 
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>. 


Theorema. 
(Auct. Gotth. Eisenstein, Stud. phil. Berol. ) 





Änvenit Vir Clarissimus Guuss aequalitatem inter duas expressiones abstrusio- 
ves hancce 
ur 1—ı? 1—ı* 1—a® 1—ı° 
| + zT Me: ac? x - En | eic. —_— u, . nr Re - etc. 
| 4 1—ı 1—ır? 1—ır’ 1—r’ 


Non minus memorabilis videatur ejusdem seriei evolutio sequens 











1 
l zT 4 u’ - x’ de Fra etc. == . ’ 
E% 
I 
1 vr’ —ı 
vel haec =. 
1— — 
r* — .r? 
| | 1 | { 1— — 
= t- er FE Ze Wen; x 
hin > 173713 riee. = i u uni 
R h 5 Be sie { re —ı 
i 1—z TEE NONE 
merke are“ "WER. been. „Ach 
2? _ an tr j 1 — etc. 
je | 
- BEE a 
° ji 1 PEN 
er" 
zu — u 
z* — etc 


quarum allera ad valores ipsius x, qui sint minores quam 1. altera ad valores 
ipsius &, qui sint majores quam 1, restringi debet. Leges harum formularum 














sunt obviae. — Adjicere liceat formulam generaliorem: 
Ad—a)i—pa)i—p?r).... inne. 1 
(1) I—pyr)i—p?yr)....ininfe ,„,20—) 
1-- nn en nee 
pa 
I ps 
ET ne 
1—p T A 
1+p?4 px—-p") 


| u 1—p°-+ etc. 
Ouae formula valet conditionibus: 


N(p)<1, N(y)<i, sive etiam conditionibus his: 
Np)>1, Na)<N(p). 











6. v. Staudt, von der Zerfällung algebraischer Functionen in Factoren. 97 


6. 


Beweis des Satzes, dafs jede algebraische rationale 
sanze Function von einer Veränderlichen in Factoren 
vom ersten Grade aufgelöset werden kann. 


(Von Herrn Professor v. Staudt in Erlangen.) 


1. Dieser Beweis, dessen Hauptmomente aus der bekannten Ab- 
handlung: „Demonstratio nova altera etc. Auctore Gaufs, Göttingae 1816.” 
entnommen sind, setzt nur die allerersten Sätze aus der Lehre von den ganzen 
Functionen voraus. Unter einer Function ist hier immer eine algebraische rationale 





Function zu verstehen, und die Ausdrücke A,. A,. A:;, .... A, bezeichnen 
immer diejenigen symmetrischen ganzen Functionen von den Unbestimmten «,. 
@,, Ay. .... G,, Welche die Gleichung 

-0)(2+0,(2+4,)....(t+0)= 2" +40 +4... 


zu einer identischen Gleichung machen. 

2. Das höchste Glied einer vollständig entwickelten und reducirten sym- 
metrischen Function von den Unbestimmten a,. «,. @,. .... a, kann immer 
auf die Form La‘ (a, a,)" (a, 4,4,)”. ...(dlrl.... a)" gebracht werden. wo 
bus bay Ayy oA, Micht negative ganze Zahlen sind. 

Von zwei Gliedern der Function heifst nämlich dasjenige das höhere. 
in welchem die erste von den Unbestimmten a,, @,, “;, .... a,, welche nichi 
in beiden denselben Exponenten hat, zu einer höhern Potenz erhoben ist. Ist 
also La; a; a; a ..a, das höchste Glied der Function, so kann keiner von den 
Exponenten 4, &;, L;, .... 2, grölser als der vorhergehende sein, weil. wenn 
z. B. I, >!. wäre, das Glied La" a‘ a’... der symmetrischen Function 
höher als das erstere sein würde. Setzt man nun , —L,— 4, ,—L,=4,, etc. 
L,., —L=4,_, =, so folgt der Satz. 

3. Jede symmetrische ganze Function U von den Unbestimmten a,, 


A,, Ay, .... a, kann auf die Form f(A,, A;, A;..... A,) gebracht werden. 
wo f(0,, 0 &%y....0@,) eine ganze Function von den Unbestimmten «,, «,, 
FOR 3° 
. Ä, Ä, A, in - Yyy* 
Es sei La, (a,a,) ’(a,a,a;)'....(a,4a,a,....a,) das höchste Glied 


, j BE in i 
der Function U, so ist der Rest U—- LA4,'4; A,;.... A, entweder iden- 
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tisch Null. oder eine symmetrische ganze Function, deren höchstes Glied 


u, u Pt, Un . . . u . 
Ma,‘ (aa) (aa4,) '....| (a,4,4,....4,) niedriger ist als das höchste Glied 
ern . 
von U. Bildet man im letztern Falle den Rest U—- LA, 4,4; ....4," — 
[Zi it [71 In 
MA, 4A, A,..... A, ,soist entweder derselbe identisch Null, oder sein höchstes 


(ilied ist noch niedriger als das rg pn Glied des Fern Restes. Fährt man so fort. 
& u gi, gu, Un 

so mufs einmal ein Rest U-L4' A= A ze — MA, 4, 4,....A4, — etc. 

sich ergeben, welcher identisch hie ist. so dafs also, wenn 


/ In ' Un ı 


Le, 0% ....% - Mad’ a... of + ete. = fla,,%,,0;,....%,) 
gesetzt wird, ÜU=f/ A ,4A,, 4;,.... A,) eine identische Gleichung ist. 

Wenn in den Ausdrücken Z, 3 ete. die Veränderliche & vorkommt. 
so dafs U auch von ihr eine ganze Function ist, so ist offenbar auch 
fa» &» &s ....0@,) eine ganze Function von x, und zwar von demselben 
Grade wie Ü. 

4. Wenn die ganze Function F'(«&,,%, &%» ....c,) von den Unbe- 
stimmten &,,&%, @3, .... @, nicht identisch Null ist, so ist auch die symmetrische 
sanze Function F'(A,. A,, A;..... A,) von den Unbestimmten 4,, 4, @,,..... @, 
nicht identisch Null. 

Da nämlich die Function Fa, @,4,, 4,44;,, .... Ald,....d,, 


aan @& a ’ 
durch die Substitulionen @, = 0, 4 = er ad, ——? ete. in die Funelion 
1 &, 


Ko» 0, & ....@,) übergeht. und diese nicht identisch Null ist, so ist auch 
die erstere nicht identisch Null. Bemerkt man nun noch, dafs das höchste 
Glied der erstern auch in der Function F\A,, A,, 4,,.... A,) als höchstes 
Glied vorkommt, so folgt der Satz. 

5. Wenn U eine symmetrische ganze Function von den Unbestimmten 
Ad,» Ay»... a, ist, so giebt es nur eine ganze Function von den Un- 
bestimmten &,. %s Os »... %,„ Welche durch die Substitutiionen &,—A,. 
,— A,, 1,4, etc. in Ü übergeht. 

Man nehme an, dafs sowohl die Function f(«,, &, &, ...e,), als auch 
die Function f’ («,. .. 32 2... @,) die erwähnte Eigenschaft habe, so ist 
fa, „—f Aı, A. A,..... A,). und folglich nach dem vo- 
rigen Salze auch Pr u a Pf " 5, %3....0,) identisch Null. 

6. Wenn yx eine ganze Function von den Unbestimmten x, «,. @,. 
Ay..... a, ist, so giebt es für jedes positive r, welches nicht gröfser als n 


> 


ist, eine andere ganze Function w,(x) von denselben Unbestimmten. welche 
in Hinsicht auf x von einem niedrigeren Grade als „x und überdies so be- 
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schaffen ist, dafs 
2--4,)(2--)(2+4;) ....(244)w (2) —pa.99.YpAa,....ya 
durch g/— x) sich theilen läfst. 
Man setze 





ga, —g(—ır) 
T (a6 —— vr, ee). 
+a, j 
Bi nis te 
r+ta, Be EEE REEERSUN 
vera — pa) P—R) _ yr 
xHtlg us 


so sind nach einem bekannten Satze y, (x). w,(X), w,(x) elc. ganze Funclio- 
nen von 2, 4,, @,, a, etec.. und zwar in Hinsicht auf x von einem niedrigern 
Grade als 9x. Wenn man nun von den obigen Gleichungen die erste mit 
(©-- 4,).94.P4;....9q,, die zweite mit (2-4) %).Ya5....g,., elc.. 
die re mit (@--a,)(2--4,)(€--4;)....(x--a,) mulliplieirt und alsdann addirt. 
so folgt der obige Satz. 

‘. Wenn gx das Product (© --a,)(2 + @)(© 1 4,)....(w- @,) bezeich- 
net. so giebt es eine andere ganze Funclion vwx von den Unbestimmien «, 
dyy Ay Ay... 4„, Welche in Hinsicht auf die n letziern ebenfalls symmetrisch. 
in Hinsicht auf x aber von einem niedrigern Grade als „x und überdies so 
beschaffen ist, dafs 

yr.W—E)--9(— 2).Yv(X) = Ya,.$p4,Y4,....%M, 
eine identische Gleichung ist. 

Nach dem vorigen Satze kann man nämlich eine ganze Function w,(.«, 
von den Unbestimmten 2, @,, 4, @,.... a, finden, so dals w, (x) in Hinsich! 
auf = von einem niedrigern Grade als px, undyx.w,(2) — 94.%4,.94,....g4, 
durch g(— x) theilbar ist. Bezeichnet man den Quolienten, welcher in Hin- 
sicht auf x offenbar ebenfalls von einem niedrigern Grade als gx ist. durch 

w(a), so hat man die identische Gleichung 
yge.w(2) + g(— vr — 94.94.p4,....pA,. 
aus welcher, wenn —# statt x gesetzt und alsdann subtrahirt wird, die iden- 


tische Gleichung 
Pr(YyılE)—- va) pl-E.Wwr—yv,(—E)) = UV 
hervorgeht. Da aber, im Fall für & irgend eine der Unbestimmien a,, «,, 
Ay, 2... 4, geseizt wird, 9(— x) Null, hingegen y& nicht Null wird, so 
mufs y, (2) — w(— x) für jeden der erwähnten Werthe von x Null werden, und 
13 * 
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also w,(e) mit w(— x) identisch sein. Man hat demnach die identische Gleichung 


PE.W— 2) +-Pl—T). WE) = pa,.94.PA,....pA,. 
Nimmt man nun an, dafs wx in w’x übergehe, wenn zwei der Unbestimmten 
Pr WER SEEN a,, etwa a, und @,, mit einander vertauscht werden, so ist auch 
pyXx.w(— 2) +p(—a)v' X —= pqa,.%4,.94;,....Yd, 


und also auch 

pr.(w— rn) wa) Hp Eye — Ye) — 0 
eine identische Gleichung; woraus man schliefsen darf, dafs w’x mit w x identisch 
ist, und dafs also die Unbestimmten a, „a, ‚4; .....a@, in wx symmetrisch vorkommen. 


5. Wenn das Product (2-+4,)(2--)(2-+4;).... (x--a,) wieder 
durch. px und das Product "= +4,44) ?x2—-a, +4;,)(?2°-+a,--4,) etc. aus 
den 4n/n— 1) verschiedenen Facloren, deren jeder von zwei Factoren des 
erstern Products die Summe ist, durch f(x) bezeichnet wird, so giebt es eine 
sanze Function w (w,x) von den Unbestimmten u, 2, a, 4, 4,.....d,. 
welche in Hinsicht auf die » letztern ebenfalls symmetrisch, in Hinsicht auf « 
aber von einem niedrigern Grade als 9x und überdies so beschaffen ist. dafs 

yu-x)wiw—r)+pUu —z).v(ur) = ?".fu.fu.pu 
eine identische Gleichung ist. 

Es folgt dieser Satz unmittelbar aus dem vorigen, wenn man daselbst 
A, U, 4, -U, a,— u, etc. statt @,,. @,, a, etc. setzt, und die Function, in 
welche dadurch wx übergeht, durch w(w,x) bezeichnet. Zu bemerken ist 
noch, dafs das erste Glied der Function fu, wenn dieselbe nach absteigenden 


Potenzen von % entwickelt wird. — (u) ist. 


9. Wenn px die ganze Funclion 2" +, 2" m," "+ 0,0""°....+a, 
von den Unbestimmten &, &., @&, &, .... a, bezeichnet, wo n>>1 voraus- 
vesetzt wird, so giebt es eine andere ganze Funclion fx von denselben Un- 
bestimmten, deren höchstes Glied (2.0)'”"" ist, und eine ganze Function y(u, £) 
von den Unbestimmten 4%, X, &. &, &y .... @,. Welche in Hinsicht auf x 
von einem niedrigern Grade als px ist, so dals 

yu--a)vu,—r)+-pyu—zr)yvwur) = "fu.fu.yu 


eine idenlische Gleichung ist. 

Da nämlich diese Gleichung eine identische ist, wenn g, f, w die vori- 
gen Functionen ($.) bedeuten, so mufs sie nach 4. auch eine identische Gleichung 
sein, wenn g. f, w diejenigen ganzen Functionen sind, welche durch die 
Substitutionen „= 4,, = 4,, &,—=4, etc. in die vorigen übergehen. 
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Durch diese Substitutionen wird aber (4.) von keiner der Functionen der 
Grad in Hinsicht auf x ein anderer. 

10. Wenn X, Y, Z drei ganze Functionen von x sind. und das 
Product XY aus den beiden erstern durch die dritte theilbar, die zweite aber 
durch die dritte nicht theilbar ist, so müssen die erste und dritte einen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben. 

Es sei 7’ der höchste gemeinschaftliche Theiler von XY und ZY, so 
dafs also 7’ durch jeden andern gemeinschaftlichen Theiler dieser beiden Func- 
tionen und namentlich durch Y und Z theilbar ist. Da nun Y durch Z nicht 


7 


theilbar, hingegen m Y durch Z theilbar ist, so kann y keine von x un- 
abhängige Constante sein, und mithin haben ne und ws oder, was 


Dasselbe ist, X und Z einen gemeinschaftlichen Theiler 2: 


Aus der Art und Weise, wie der höchste gemeinschaftliche Theiler von 
zwei ganzen Funclionen gefunden wird, geht hervor, dafs die imaginäre Einheit >, 
wenn sie in keiner von den beiden Functionen vorkommt, auch in ihrem höchsten 
gemeinschaftlichen Theiler nicht vorkomme, vorausgesetzt. dafs nicht alle Glieder 
desselben mit einer und derselben imaginären Constante multiplieirt werden. 

11. Zu einer jeden ganzen Function px von x, deren Grad durch die 
Zahl n>>1 ausgedrückt wird, läfst sich eine ganze Function fu von % finden. 
welche vom Grade 42(n—1) und so beschaffen ist, dafs für jeden Werth 
von 4, für welchen fa Null wird, die Functionen p(w--.x) und y u—.r 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Wenn nämlich in 9. statt der Unbestimmten o,. &,. «, etc. bestimmte 
Gröfsen k,, A,, Ak, etc. gesetzt werden, und nun die Function fu für u 4 
Null wird, so ist pg(A-+- 2). w(A,—x) durch (h—x) theilbar. Da aber w (Ah, — r, 
von einem niedrigern Grade als y(x) und also durch y’A— x) nicht theilbar 
ist, so müssen nach dem vorigen Satze p(A+x) und y(A— x) einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. 

Bezeichnet man den höchsten gemeinschaftlichen Theiler dieser beiden 
Functionen durch 9(x), so mufs,. weil auch %— x) ein gemeinschaftlicher 
Theiler derselben ist, 9(x) durch 9— x) theilbar und also $/x) entweder 
von der Form zF‘z°) oder von der Form F{x ) sein. wo Fr) eine ganze 
Function von £ bezeichnet. 

12. Die Zahl, welche den Grad einer Gleichung oder einer ganzen 
Function ausdrückt, kann immer auf die Form (2p-+ 1).27 gebracht werden. 








102 6. v. Staudt!, von der Zerfällung algebraischer Functionen in Factoren. 


wo >, q nicht negalive ganze Zahlen sind. Wenn nun r eine bestimmte posilive 
ganze Zahl bedeulet, und jede Gleichung, in welcher g kleiner als r ist, sich 
auflösen lälfst. so kann auch, weil überdies jede quadratische Gleichung auf- 
lösbar ist, jede Gleichung „== 0, in welcher g=r ist, aufgelösel werden. 

Wenn nämlich im Vorigen n durch 2’, aber nicht durch 2’*' theilbar 
ist. so ist 4r2(2 1) durch \” nicht theilbar und also der Annahme gemäls 
eine Auflösung der Gleichung fw—=0 möglich. Es sei 4 eine Wurzel dieser 
Gleichung und (2) der höchste gemeinschaftliche Theiler von y(A-+x) und 
g(h— x). Hat nun (x) die Form zF'(x’), so ist 4 eine Wurzel der Glei- 
chung ye—=0. Ist aber I(x) von der Form F(x?) und g in Ex) kleiner 
als r, so darf man nur zuerst eine Wurzel e der Gleichung Fx) = 0 und 
alsdann eine Wurzel e, der Gleichung &° — ec suchen, um eine Wurzel h- e, 
der Gleichung yx===0 zu erhalten. Wenn endlich 9(x) die Form F‘x?) 
hat, aber g in Fix nicht kleiner und also in I(x) gröfser als 7 ist, so nehme 
man statt der Gleichung 9x —=0 die einfachere Gleichung 3 —=(, in wel- 
cher in diesem Falle y ebenfalls gleich r ist. Indem man so, das angegebene 
Verfahren wiederholend, fortfährt, mufs man einmal auf eine Wurzel der Gleichung 
ge=—0 kommen. Zu bemerken ist noch, dafs, wenn px eine reelle Function 
ist. Dasselbe auch von fu, und, wenn überdies 4 reell ist, auch von 9x gilt. 

13. Setzt man im Vorigen für r nach und nach die Werthe 1,2, 5. etc.. 
so folgt, dafs jede Gleichung von der Form 

A+-X:—0, 

wo A, A, reelle ganze Funelionen von x sind, von welchen jedoch die eine 
auch auf eine Conslante oder auf Null sich reduciren kann, auflösbar sei, wenn 
jede solche Gleichung von unpaarem Grade sich auflösen läfs. Da nun die 
Gleichung fx) = 0 oder fu=0, wenn ihre linke Seite eine reelle Function 
von unpaarem Grade ist, bekanntlich wenigstens eine reelle Auflösung zuläfst. 
und daher auch die Gleichung „x ==), wenn ihre linke Seite eine reelle 
Function von unpaarmal paarem Grade ist, aufgelöset werden kann, so lassen 
sich auch, wenn A-- Ä,2 von unpaarem Grade ist, ein Paar Wurzeln «+ bi 
der Gleichung A’-- X’—0 finden, von welchen wenigstens die eine dem 
Factor A -A,2 angehören mufs, weil, wenn für e—=a+bi, X — X, Null 
wird, alsdann durch die Substitulion = —=«— bi der Gleichung A+A:—0 
Genüge geschieht. Der im Anfange dieser Abhandlung ausgesproche Satz ist 
hiedurch bewiesen. 
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T. 


Encyklopädische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 


(Vom Herausgeber dieses Journals. ) 


( Fortsetzung der Abhandlung No. 2. im Iten, No. 10. im 2ten, No. 26. im 3ten Hefte 2Tten. 
No. 13. im 2ten Hefte 28ten und No. 4. im Iten Hefte dieses Bandes.) 


—— nn nn un 


Lehrsatz. 
I. Wenn in der Gleichung 
1. uv= $z-w 
u, v und w ganze Zahlen, und zwei davon, gleichviel welche, zu der yan- 
zen Zahl „ theilerfremd sind, so ist es auch die dritie, es ınägen 


jene zwei ungleich, oder gleich, und zu einander :theilerfremd sein, 
oder nicht. 


1. Wenn in der Gleichung (1.) eine der drei Zahlen u, v und w. 
gleichviel welche, alle zu z theilerfremden Zahlen —>V und u 
durchläuft (die, wie weiter oben. durch z, bezeichnet werden mögen und 
ihre Anzahl durch pz, oder auch, kürzer, blofs durch y), während eine 
zweite der drei Zahlen, gleichviel welche, stets denselben Werth 
behält, so durchläuft die dritte ebenfalls alle zu z theilerfremden 
Zahlen 1, >V und 2, —<z, obwohl in verschiedener Ordnung. 


Beispiel. Es sei 
nn. 2.2 0: 
Alsdann sind die zu 2 /Aeilerfremden Zahlen >V und <z folgende: 
3. 3,=1,,47,5 11, 13 und 14. 


Zu Il. Es sei z.B. in (1.) v—=7,. v—=1l, so giebt (1.) 


;.11=5.2+?2, also »=?; welches ebenfalls eines der 2, ist. Es sei 


u—4, w=13, so ist 4.7 —=1.15--13, also v—=7:; wiederum eines der zZ, 
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Es sei e — Il, w=4, so ist 14.11 = 10.154. also w— 14; ebenfalls 
eines der 2, 


Zu Il. a. Läfst man oder v denselben Werth, z. B. 4. behalten. 
während v oder « alle z, durchläuft, welche beiden Fälle offenbar nur einer 
sind. da die Factoren ® und » vertauscht werden können. so findet sich 


4.1 = ©z2+ 4, also w —= 4, 
a G2- Ba wre 
4.4= 6:11, - - - 141, 
1 4.7= &r+13, - - - 13, Also durchläuft ww ebenfalls 
4.8 = r-+ 2, - - - falle . 
4.11 = GzrH4, - - - 14, 
4.13 = 62+-7, - - - 7, 
4.14 = 62 +11, - - - 1. 


b. Läfst man w denselben Werth, z. B. 4 oder 11. behalten und da- 
gegen v oder % alle z, durchlaufen, welche beide Fälle wieder nur einer sind. 


indem die unverändert bleibende Zahl ebensowohl durch u als durch v be- 
zeichnet werden kann, so findet sich 


1. 4=62+4\ 1.11 G2-+11 \ 
2). = 62-44 2.3=6zr-+11 
4. 1=62+4 4.14—= 62-11 
/TT=6s4H4| 4 047 8=6r+11 Sue 
I. { 8.8 6r44 ür u Me ya für w —= 11. 
11.14— 62-4 1. 1=Gr- 11 
13.13 — &2 +4 13. 2— G&z--11 
14.11=6zr-4 14.4=-6zr-11 


Also durchläuft, wie man sieht, v für ein unverändertes w alle z,. wenn es 
mit u geschieht. 


c. Läfst man uw oder » denselben Werth, z.B. S. behalten, während 
w alle 2, durchläuft, welche beiden Fälle wiederum nur einer sind, indem 
die unverändert bleibende Zahl ebensowohl durch « als durch © bezeichnet 
werden kann, so findet sich 
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8.2 = dzs-- 1, 
s.4= 63+ 2, 
8.8 Gz-- 4, 
8.14 = 63-47. 

s.1=6z- 5, 

8.7 = Gz-ll, 

8.11 = 63-13, 

8.13 — Gz-+14. 

Während also w alle 3, durchläuft und % denselben Werth behält, durchläuft 
auch v alle 2,. 


nn 


Beweis von Il. KErstich A. Wäre, wenn zuerst wu und e zu & 
theilerfremd sind. w nicht zu > theilerfremd, sondern hätte mit & irgend 
einen Stammtheiler d — 1 gemein, so mülste Ö nach ($. 18.), da es in 2 
und w» aufgehen soll, auch in w.v aufgehen; also entweder in u, oder in v; 
denn die Stammzahl Ö ist untheilbar. Aber weder « noch » hat nach der 
Voraussetzung irgend einen Stammtheiler —1 mit 3 gemein: also geht d 
nicht in u.v auf; und folglich kann w mit 3 keinen Stammtheiler d >> I ge- 
mein haben und ist demnach zu 3 nothwendig Zheilerfremd. 

Zweitens B. Wäre, wenn zweitens u und w zu z fheilerfreind sind. 
v nicht zu % theilerfremd, sondern hätte mit 3 irgend einen NStammtheiler 
d>>1 gemein, so müfste d, da es in vw.» und &x aufgehen soll, nach 
($. 15.) auch in w aufgehen, und w und 3 wären also nzcht zu einander 
Iheilerfremd; gegen die Voraussetzung. Also können v und 3 keinen Theiler 
0 >> 1 gemein haben und sind folglich nothwendig zu einander tAerlerfremd. 

Drittens C. Ganz wie in (B.) verhält es sich aus demselben Grunde. 
drittens. mit @ und 2, wenn v und w zu 23 Iheilerfremd sind. 

Beweis von Il. Erstlich D. a. Es behalte u stets denselben 
Werth, während v alle z, durchläuft: so entstehen p2, oder kürzer, y Werthe 
von w, und alle diese Werthe sind nach (1.) zu z theilerfremd. 

b. Wären nun zwei Werthe von w, z.B. w, und w,, für zwei ver- 
schiedene Werthe v, und v, von v einander gleich, so mülste 

s. ww, = (6z-w und un = Öz-w. 
und wegen w, =ı;, 


9, uw—v) = Gr 
sein, also u(v, —v,) mit z aufgehen. Aber u hat nach der Voraussetzung 
keinen Theiler mit 3 gemein: also müfste 3 in v,—v, allein aufgehen. Dies 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2, 14 
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ist nicht möglich, da ®, und ®, deide — z sind und also v, —v, um so mehr 
< x ist. Folglich geht 3 in w(v, — v,) nicht auf, und folglich können nicht 
zwei Werthe von ww einander gleich sein. 

c. Nun sind ihrer 3 oder y, und alle sind zu 3 therlerfremd (a.). 
Also durchläuft ve nothwendig alle zu 3 theilerfremden Zahlen &, > und < 2. 

Zweitens E. Der Fall, wenn v stets denselben Werth behält, wäh- 
rend v alle &, durchläuft. ist nnr der vorige, indem der unverändert blei- 
bende Werth ebensowohl durch v» als durch % bezeichnet werden kann. 

Drittens F. Es behalte w stels denselben Werth, während « alle 
3, durchläuft. 

a. Zuerst folgt aus (D.), dafs es, welchen Werth auch w« mag haben 
sollen, zu jedem u nothwendig ein v giebt, welches die Gleichung (1.) erfüllt. 
Denn wenn u irgend einen der Werthe 2, hat, und » durchläuft alle z,. 
so durchläuft nach (D.) auch w alle s,. und folglich werden von sw für jedes 
beliebige # durch die verschiedenen Werthe von v alle z, berührt, folglich 
auch derjenige bleibende Werth von ww, welchen man ihm zugetheilt hat. 
durch irgend ein v für ein bestimmtes a. Mithin giebt es für jedes # noth- 
wendig irgend ein v, für welches ww den bestimmten bleibenden Werth bekommt 


b. Durchliefe nun v für ein- und dasselbe & nicht alle z,. während 
u alle diese Werthe annimmt, so müfsten zwei verschiedene , z. B. u, und «,. 
mil demselben v dasselbe w geben, also mülste 
10. wv = Gz-w md mv = Öz-+tw 
und folglich 
1. (v—u)v = Öz 

sein. und mithin (u, — %)v mit » aufgehen. Dieses ist aus ganz gleichen 
Gründen wie in (D. 5.) nicht möglich. Also kann mit zwei verschiedenen 
u nicht dasselbe v dasselbe w geben, und folglich mufs, wenn ww stets den- 
selben Werth behält, während % «alle z,, durchläuft, auch nothwendig v alle z, 
durchlaufen. 


Viertens @. Der Fall, wenn :w stets denselben Werth behält, wäh- 
rend v alle x, durchläuft, ist nur der vorige, indem diejenige Zahl, welche 
alle 2, durchlaufen so/l, worauf dann, wie sich fand, die andere alle z, durch- 


laufen »mw/fs, ebensowohl durch ® als durch % bezeichnet werden kann. 


Fünftens H. Es behalte u stels denselben Werth, während w alle z, 
durchläuft. 
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a. Zuerst folgt aus (D.). dafs es, welchen Werth auch ® mag haben 
sollen, zu jedem w nothwendig ein v giebt, welches die Gleichung (1.) er- 
füllt. Denn wenn einen bestimmten Werth hat, und » durchläuft «fle + 
so durchläuft » nach (D.) ebenfalls «file 3,. Also jeder Werth, den w soll 
haben können, wird für jeden bestimmten Werth von u durch irgend ein v 
berührt. Mithin giebt es für jeden bestznmien und bleibenden Werth von u, 
und für jeden Werth, den w bekommen kann, ein zugehöriges v. 

b. Durchliefe nun v» für ein- und dasselbe # nicht alle %,, Während 
w alle 3, durchläuft, so müfste v für zwei verschiedene Werthe von w, z.B. 
ve, und :w,. und für dasselbe u, denselben Werth haben können. also müfste 

12. ue — Gz--w und uv = Sz-w,. 
folglich 
13. 0 = Gr-+-w—w, oder w—w, —= (z 

sein und mithin w,— 0, mit 3 aufgehen. Dieses ist nicht möglich, da we, 
und ww, beide — x sind und also =, -——- ww, um so mehr <z ist. Also kann e 
für zwei verschiedene w und ein- und dasselbe u nicht gleiche Werthe haben. 
Und folglich mufs v, wenn für einen und denselben Werth von w alle z, 
durchläuft, ebenfalls alle z,, durchlaufen. 

Öechstens I. Der Fall. wenn © denselben Werth behält, während « 
alle x, durchläuft, ist wieder nur der vorige, indem diejenige Zahl, welche 
denselben Werth behalten soll, während :w alle &, durchläuft. wobei dann. 
wie sich findet, die andere alle &, durchlaufen znwufs, ebensowohl durch » als 
durch % bezeichnet werden kann. 

$. 86. 
Lehrsataz. 
Wenn in 


1. aber... = Gz-r. 
wo 0, 9; Ys : ++. Y beliebige ganze positive Zahlen bezeichnen, a. b. 
er .... n sämmtlich einzeln zu z theilerfremd sind,- so ist es auch r: 
gleichwiel ob a, b, c,..... n unter sich theilerfremd sind, oder nicht. 


Beispiel. Es si a=4,b=b, c=15, =), P=3. y—=N. 
z—4Yl. so ist 
2. aber = L°.6°. 15° — 256. 216.225 —= 12441600 == 13671.8 439 


und #—=39 hat mit z==9Y1 keinen Theiler > I gemein. 
Beweis. Hätte » mit z irgend einen Theiler d > I gemein, so mülste 
derselbe nach ($. 18.) in irgend einen der Factoren a, a,a,....b,b,.. 
14 * 
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C,€,..... von %, oder in mehrere von ihnen aufgehen, und also hätten dann 


nicht 
theilerfremd. Dieses ist der Voraussetzung entgegen, und folglich kann r zu 2 
nur theilerfremd sein. 


diese Facloren mit z den Theiler d > 1 gemein und wären also zu & 


$. 87. 
Lehrsatz. 

Für jede, zu emer beliebigen Zahl z theilerfremde Zahl 
u=2z, ist, wenn man die Anzahl derjenigen dieser Zahlen z,, welche 
„ sind, wie oben durch yz oder auch kürzer durch y bezeichnet, 

1. u” ode wW — Gz-l. 
Die Zahl u kann nach Belieben kleiner, oder gröfser als zn, und sowohl 
positiv als negativ sein. 
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Fermatschen Lehr- 


satzes ($. 40.) und kann deshalb „Verallgemeinerter Fermatscher 
Lehrsatz’ heifsen. 
Beispiel. Es sei 
- ME 2. 
so hat u 2, folgende 2 oder 9=8 Werthe: 
3. u—z, 1, 2,4 7, 8, 11, 13 und 14 

Dieselben geben, der Reihe nach in (1.). statt w gesetzt. 

? — 62-41, 

"6 — GrH, 


= Mm (6-41) —= Gz+1, 

2 7° 44 — (Get = 62196 = Gr, 
"= 4= (6-1) = 6241, 
1 — 121 = (62-41 — Gr-1, 
13° —= (62 —)) = (6242) = Gz-+1, 


IP — (6r—1} — Gz-1. 
Alle z, also geben, auf die 9x = p == Ste Potenz erhoben, &2-+1. 
Auch für jedes « >15, welches zu 15 theilerfremd ist, ist # —= &2- 1. 


Z. B. u 52 giebt 
I. Fe (627 = 62-47 = Gz-+t1 (A). 
Desgleichen ist z. B. für das negative u= — 34. 


6. (39° = (— 3.274110’ = (6341) 62 + Gr -1 (A.). 
A. Es sei « irgend ein bestimmtes 2 
. wur — Öz-+tw. 


Beweis. und 


©“. 
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Lälst man in dieser Gleichung v alle die Werthe von 2%, durchlaufen, so 
durchläuft nach ($. 85. II.) auch w alle z,; obwohl in verschiedener Ordnung. 


B. Bezeichnet man also der Reihe nach die 92 Werthe, welche » 


bekommen kann, durch ®,, %, d,,.... V,:, und die in (7.) zugehörigen 
Werthe von w durch w,, ww, %;, .... %,., So ergiebt sich 
uv, = Ör-w,, 
uv, — Öz-+w,, 
8. uv, — Öz-w,, 


uv,. — Özr-w,.. 

C. Multiplieirt man die sämmtlichen Gleichungen (8.), yz an der Zahl. 

in einander, so erhält man 

I. W*.0,9,0dy....d,, = G24 0,0, w;....%W0,:- 
Aber die » haben zusammengenommen dieselben Werthe wie die v, nur in 
verschiedener Aufeinanderfolge; denn sowohl die ww als die » sind die sümmt- 
lichen z,: also ist das Product 

10. 9,%9;....%, = WWW ....Wg:; 

und folglich in (9.) 

11. w.umv%....u%, = Ö2+0,9%....d,.. 
und hieraus folgt 

12. 9,9%9;....0,,.(u"— 1) = 2: 

mithin muls v, v,v,....v,.(u°°— 1) mit z aufgehen. 

D. Aber keiner der Factoren v hat mit & irgend einen Stammtheiler 
ö>> 1 gemein, denn alle sind zu 2 theilerfreind: also geht auch das Product 
%,0,%,....%,. mit d nicht auf, und folglich auch nicht mit z, noch mit irgend 
einem Factor von 2. Mithin mufs «#’ —1 allein mit z aufgehen und folglich 

13. uw" — 1 = (2 oder u — Gz--| 
sein; wie es der Lehrsatz in (1.) behauptet. 


E. Ist u gröfser als 2, also 
14. u= zr-u, 
wo nun 4, <{2, so ist nothwendig, wenn u zu 2 theilerfremd ist, auch «, 
zu z theilerfrend. Denn hätte %, und 2 einen Theiler d >1 gemein, so 
müfste derselbe nach ($. 18.) in # aufgehen und # und & wären dann necht 
theilerfremd; gegen die Voraussetzung. Also ist «, in (14.) nothwendig 


irgend eines der z, <2. 
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Nun giebt (14.) 


15. wWw"—= (62 - u" = Gz-+u. 
Aber für jedes «, = 2, < z ist nach (1.) u?’ = &2- I. Also ist auch in (15.) 
16... — 2462-41 Gz-+l; 
das heifst: auch für posetive u, welche —>*2 und zu x Iheilerfremd sind, gilt 
der Lehrsatz. 
F. Ist # negativ und sein zeichenfreier Werth < 2 oder —2, aber 
zu 2 theilerfremd, so lälst sich 6% immer so annehmen, dafs 
17. u — (52-1, 
ist. wo u, z und 0 und also eines der 2, ist, und es folgt dann, eben 


wie in (E.), dafs der Lehrsatz auch für diese u gilt. 


S. 58. 

Zweiter Beweis des Frermaischen Lehrsatzes ($. 40.). 

A. Wenn in ($.87.) z eine NSiammzahl p ist, so sind alle die Zahlen 
1.2.3, 4 ....p-—1 zu z=p theilerfremd, und folglich kann in ($. 87.) 
u alle die Werthe 


1. Ru 7 FO ee 7 
haben. Die Anzahl 2 oder dieser Werthe von x ist y—L: also giebi 
($. 87. 1.) in dem Falle z==p: 
2. we — Gp-l; 
dem Satze ($. 40.) gemäls. 

Anmerk. B. Der veraligemeinerte Fermatsche Satz ($. 37.) bedarf 
nur des einfachen Satzes ($. 85.). sogar nur des einen Falles desselben. 
wenn u denselben Werth behält und v alle 2, durchläuft. Also könnte 
man in den Elementen auch recht gutden Fermatschen Satz sogleich in seiner 
verallgemeinerten Form ($. 57.) aufstellen und den eigentlich sogenannten Fer- 
matschen Satz, für den Fall, wenn z eine Stammzahl p ist, auf die Weise 
wie in dem gegenwärligen Paragraph. als einen einzelnen besondern Fall 
daraus ableiten. 


$. 59. 
Erklärung. 
A. Wir haben in ($. 45.). wenn in der Gleichung 
1. “= (jp-+r 
p eine NSlammzahl ist, die Reste r zu einem beliebigen u Quadrutreste zu p 
genannt, und diejenigen Zahlen >) und <p, welche zu keinem u gehören, 
Nichtquadratreste zu p. 
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In ($.46.) haben wir für die Gleichung 
2. ww Gz-tw 
die Zahlenpaare # und v, welche für dasselbe z gleiche w geben. zusammen- 
gehörige Zahlen für w zu z genannt. 

Es mag jetzt die Bedeutung dieser Benennungen auf folgende Art er- 
wertert werden. 

B. a. Es soll allgemein, aber immer für Zahlen # und v®, die zu 
einer beliebigen Zahl z theilerfremd und < x sind, jedes Zahlenpaar z und » 
in der Gleichung (2.), auch dann, wenn nicht mehrere Paare dasselbe 
seben. zusammengehörige Zahlen für w zu z heifsen. 

b. Sind % und v einander gleich, so dafs in (2.) 

3. WW“ — (jztw 
ist. so soll » Quadratrest zu z heilsen; auch wenn > nicht eine Stamm- 
zahl ist. 

c. Sind w und v nicht einander gleich, so soll in (2.) w Nichtquadrat- 
rest zu z heifsen. 

d. Das Product vv soll, je nachdem « und v gleich. oder ungleich 
sind. Quadrat oder Nichtquadrat für z zu w heilsen. 

e. Die Zahlen # und v selbst sollen, wenn sie einander gleich sind. 
wie in 3.), Quadratwurzeln zu w für z heifsen und, sind sie ungleich, wie 
in (2.), Faacloren zu w für =. 

S. 90. 
Lehrsatz. 

l. Die Anzahl derjenigen Paure zu einer beliebigen Zahl z thei- 
lerfremden ungleichen Zahlen u und v < x. weiche in der Gleichung 
1. uv= 6z--w 
den nemlichen Werthe von w gehen, also, nach ($. 39.) ausgedrückt, die 
Anzahl der Nichtquadrate zu gleichem w für a, ist immer gerade. 

II. Jedes der Nichtquadrate zu gleichen w für z in (1.) 
kommt für alle dieWerthe 2, -_z, welche u und v darin haben können, 
zweimal vor; und schon in der Hälfte dieser Nichtquadrate kommen 
alle Werthe vor, welche u und v in den Nichtquadraten haben können, 
und jeder nur einmal. 

II. Die Anzahl der Quadrate für z zu gleichen w, also 
2. B. der x in 


2. X’ — $z--w 
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für ein- und dasselbe w, :?st ebenfalls immer gerade; den Fall „— 
allein ausgenommen. 

IV. Zu jeder Quadratwurzel x, zu w für z gehört eime 
zweite u —2—Xx,, welche mit x multiplieirt den Rest —w zu z giebt. 
Also wenn z. B. 

3. x = Gz+w und x) = Sz-+w 
st, so ıst 
4. x = Öz—w. 

V. Die Quadrate und die Nichtquadrate zu einem und dem- 

selben w haben immer verschiedene F'actoren. Das heifst, wenn z.B. 


I. X = $jz-{w 
und zugleich für das nemliche w, 
6. uv= (Sz-w 


ist, so kann kein u oder v einem der x gleich sein. 

VI. a. Die Anzahl der Quadratreste, oder die Anzahl der ver- 
schiedenen w in (2.) für alle die zu z theilerfremden Zahlen —V0 <-2. 
ist für kein z grö/fser als die Hälfte der Zahl der sümmtlichen 
zu z theilerfremden Zahlen —O und <a 

b. Die Anzahl der Nichtquadratreste, oder die Anzahl der 
verschiedenen w in (1.), für alle die ungleichen Paare zu z theiler- 
fremden Zahlen —0 <a, ist für kein z kleiner als die Hälfte der 
Zahl der sämmtlichen zu z theilerfremden Zahlen —>V und — 2 

Beispiel. Es sei 

9 Eee TV. 
Die zu x theilerfremden Zahlen sind 
8. 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 und 14; 
und alle diese Werthe können in (1.) , ® und ww haben. 
Es sei z. B. 


g, > tue er, 
so ıst 
1.11 — Gz-H11, 1.4 = Gst4, 
2.13 = Gz-+1l, 2.2 Ö6z+4, 
4.14 = G:-+ 11 4. 1= 6:44, 
1.8S—= 6:1 1.7= 6z+4, 
10. ne 
8.7= Gz-Hil, Ss.S—=- 3:4, 
1. 1= Gz-H1l, 1.14 = Gz-4, 
3.2= G:z-11, 13.13 = &z+4, 
4. 4= 3-11. 14.11 = 3:44. 
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Zu I. Die Anzahl der Nichtquadrate oder Producte ungleicher 
Factoren links in (10.) ist S. in (11.) 4; beides gerade; gemäfs (1.). 

Zu II. Jedes Nichtquadrat kommt in (10. und 11.) zweimal vor, 
und die Hälfte der Zahl der Nichtquadrate 1.11. 2.13. 4.14. 7.8 in (10.) 
enthält schon alle Werthe, welche % und v in (1.) haben können; gemäls (11.). 


Zu 11]. Die Anzahl der Quadrate oder der Producte gleicher Facto- 
ren links in (10) ist O und in (11.) 4: beides gerade; gemäfs (III.). 

Zu IV. In (10.) ist z.B. = &z-+-4 und 13°— 6-4, und 2.15 
st —=%—=06zr—4 Eben so ist 77—=$Gz--4 und "= &z-4, und 7.8 
ist =36 = $Sz—4; gemäfs (IV.). 

Zu V. Keiner der Factoren I, 4, 11 und 14 der Nichtquadrate in (11.) 
ist eine Quadratwurzel für z zu w. Diese sind 2. 7. S und 13; gemäfs (V.). 


Beweis von I. A. Wenn man in (1.) w alle z, durchlaufen läfst, 
während ww denselben Werth behält, so durchläuft auch ® nach ($. 85. II.) 
alle z,. Ist also w, irgend ein bestimmter Werth von a, und v, der zugehö- 
rige. von u, verschiedene Werth von v, so dafs auch 

12. uw, — Sz+w 
ist, so muls %, indem es alle 3, durchläuft, aufser diesem Werth «, auch 
nothwendig den Werth v, berühren. Zu diesem Werth v, von « ist dann auch 
umgekehrt der zugehörige Werth von v offenbar #,, indem gemäfs (12.) auch 
13. vu = zw 
sein soll. Aber auch keinen andern Werth mehr kann weder v, in (12.). 
noch %, in (13.) haben. Denn wäre z. B. in (12. und 13.) noch 

14. um, — (zw und 15. .% = Sz+w, 
so gäbe (12. und 14.) und (13. und 15.) 

16. ww —v,) = Sz und 1 vu —u) = 63; 
was Beides nicht sein kann. indem %, und v, mit x keinen Factor gemein 
haben und z in v, —», oder #,— w, allein nicht aufgeht, da v, — v,< x und 
u—u,< 2 ist. 

Es können also dieselben ungleichen Factoren %, und v, für das gleiche 
w nur zweimal vorkommen. Aber zweimal kommen sie nothwendig vor. 
Mithin sind die Nichtquadrate zu gleichen w immer paarweise vorhanden, 
und daher ist ihre (resammt- Anzahl immer gerade; gemäfs (1.). 








=! 


Beweis von Il. B. Zwei ungleiche Factoren « und v, kommen 


nach (A.) für ein- und dasselbe w beöde zugleich je nur noch einmal vor. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXIX, Heft 2. 15 








114 7. Encyklopädie der Zahlentheorie. $. 90. Form. 18 — 22. 


Man setze nemlich, ein einzelner der beiden Factoren, z. B. v,,. komme 
noch zum drittenmal vor, verbunden mit einem andern v, z.B. v,. Dann 
lände (12.) und (14.) Statt, und daraus würde (16.) folgen. Aber (16.) kann, 
wie dort bemerkt, nzcht Statt finden. Also kann auch ein einzelner von den 
beiden Factoren %, und », nicht zum drittienmal vorkommen. 

Daraus folgt, dafs in zwei Nichtquadraten, welche kein Paar sind. 
oder in welchen nicht die beeden Factoren dieselben sind, nothwendig alle vier 
Factoren verschieden sein müssen. Und hieraus folgt weiter, dafs schon die 
Hälfte der sämmtlichen Niehtquadrate, nemlich je einer aus jedem Paar ge- 
nommen, alle die x, und jedes nur einmal enthalten müssen, welchen w und » 
in uo — (5z--w für ein- und dasselbe w überhaupt gleich sein können: 
oemäls (11.). 

Beweis von III €C. a. Wenn 

18. = zw 
ist. so ist auch, für dasselbe w, 


19. (ze) = Gz:-+W; 
dem (est = !—l!sr +2 Gz-+7, also zufolge (18.) 
G>:106s+2° = Gzs-+r. 


b. Nun ist ferner z— x immer nolihwendig von 2 verschieden. Denn 
wäre s— 2 —=r, so wäre s—?r: also müfste © in z aufgehen, was 
nicht sein kann, da x und x nach der Voraussetzung keinen Factor — I ge- 
mein haben. Es kann nur in dem einzigen Falle z— 2x sein, wenn s—- \. 
also 2 == I ist. Dieser Fall ist daher, wie in (III.) bemerkt, ausgenommen. 

c. Da also nun z und z— x verschieden sind, so gehört nach (a.) 
nothwendie zu jedem Werth, welchen © haben kann, ein zweiter, davon ver- 
schiedener Werth s— x. Mithin folgt, dafs die Quadratwurzeln für z zu w 
immer paarweise vorhanden sind und dafs daher ihre Gesammt- Anzahl noth- 
wendig immer gerade ist; den einzigen Fall = 2 ausgenommen; gemäfs (111.). 

Beweis von IV. D. Zu jeder Quadratwurzel z, für = zu w ge- 
hört nach (C.) die zweite 2&,—= s— r. Nun ist 

0. 20 = 2ß—8) = 2m3—e = Gz—z,. 
Aber 
21 2 = Gztw, 
also ist, (21. in 20.) gesetzt, 


2. 200. = G:z— Gz—w — $ 


—W;, 


er 


semäfs (IV.). 
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Beweis von V. KE. Es sei & eine der Quadratwurzeln für z zu ww, 
und « und v® seien die ungleichen Factoren eines der Nichtquadrate für - 





zu dem nemlichen w, so dafs also 
23. 2° —= Sz--w und 
24. u — Gz--w 
wäre. Alsdann würde aus (23. und 24.) 
25. 2 —uv = (iz 





folgen. 

Könnte nun x zugleich einer der Facioren oder v, .B. 2 = u, 
sein. so müfste nach (25.) 

1 2° —-acv = 2er —o) = Gr 

sein und also z in z(@—v) aufgehen. Dies aber ist nicht möglich, da « 
mit x keinen Factor > 1 gemein hat, und = —v allen mit z nicht aufgeht. 
indem es < x ist. Also kann keiner der Fuctoren der Nichtquadrate zu- 
gleich eine der Quadratwurzeln für z zu w sein; gemäls (V.). 

Beweis von VI. F. Es sei & irgend eine der zu z theilerfremden 
Zahlen —0O und <z, so ist auch — x, welches ebenfalls —0 und < x 





ist. eine solche Zahl; denn wäre s— x nicht zu z theilerfremd. sondern hätte 
mit z den Stammtheiler d >> 1 gemein, so dafs 
27. 23-2 — Gl 
wäre. so müfste d, weil es in z aufgeht, nach ($. 18.) auch in x aufgehen. 
und x und hätten also den Theiler d > 1 gemein; gegen die Voraussetzung. 
Wenn nun, wie in (2.). 
28 "= Qz-w, 


also ww, welches ebenfalls zu den zu x theilerfremden Zahlen 0 und << x 


gehört, einer der Quudratreste zu z ist, so giebt zs— x den nemlichen 
Werth von w; denn es ist 
239 (Z— a = S:- 2 = 63+4+&z-4Ww (28) = Gz-w. 

Läfst man nun x in (28. oder 2.) alle die zu z theilerfremden Zahlen 
—>0 und < z, deren Anzahl yz bezeichnet, durchlaufen, so kommt noth- 
wendig jeder der Quudratreste w wenigstens zweimal vor, und folglich kann 
es für kein z mehr als 4yz Quadratreste geben. 

Und da nun necht mehr als die Hälfte der yz zu z theilerfremden 
Zahlen 0 und <z Quadratreste sein können, so müssen die übrigen noth- 
wendig Nichtquadratreste sein: folglich kann es auch für kein z weniger als 
\ypz Nichtquadrutreste geben; gemäfs (VI.). 


ı5* 
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$. 91. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Gleichung 
 x“— &ı+1 
x eine zu z theilerfremde Zahl z, bezeichnel, so giebt es 
l. Was auch z sen mag, von x immer das Paar ungleicher 
Werthe 





| EEE "Eee 9 
Blofs ın dem Falle 2? sind diese Werthe von x beide — I, und also 


nicht ungleich. 

Il. Ist z eme Stammzahl, so giebt es für x in (2.) nur das 
einzige Werthenpaar (2.). 

II. Ist 2 >) nıcht eine NStammzahl, so kann es der Werthe 
von x in (1.). so wie überhaupt für 


3. X = Gz-+w, 
wo w nicht — 1 ist, mehrere geben; aber sie sind immer paarweise, 


also in gerader Zahl vorhanden. Wieviel Werthenpaare von x es 
für (1.) oder (3.) geben könne, hängt, wie sich weiler unten zeigen wird, 
von den verschiedenen Fuactorenpaaren von z ab. 


Beispiel zu Il. Es sei 3=7, so it 2,,—= 1,9345 6 und 

7,2,3,4,5,6)= Gz+1, 42,2, 4und 1. Also nur z= | und 
2—2—1=b6 geben G2-+ 1. 

Zu IIl. Es sei z= 15, so ist s, = 1,2%,4,7, 8, 11, 13 und 14 und 

12, 2,42, 7°, 8°, 11%, 13,1) Gas +14, 1,8 4,1,4,1,4,1, eo 2 Ai 


und 14, 4 und Il geben Gz2--1, so dafs also zwer Werthenpaare von & 
vorhanden sind, welche 2° (52 --1 geben. 

Desgleichen geben die zwe: Werthenpaare ? und I3 und 7 und 
(2344 für w=4 in (3.). 

Beweis A. Was (I.) behauptet ist an sich selbst klar; denn 1° und 
(2— 1)? ist zmmer = 2-1; was auch 2 sei. Ist 2 N, so ist I=2—1==1. 

B. Güäbe es für eine Sitammzahl z aufser 1 und zs—1 noch ein 
anderes Werthenpaar x, und 2—x,, so dafs 

4. = Gzr-+1 und g 2) = Gz-1 





wäre, so müfste, da zugleich nothwendig 
>. = 62-1 nd @—1) = Gp-+l 
ist. (5.) von (4.) abgezogen, 
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@?—1)—=Gz und («— 2) — (2 —1)?—=6Gz oder 

6. (I) a, +1)=©z und (&—a,— (2—1))2&—2, +2 —1)= 62 oder 
1— 2)? —(2,+1)) = Öz sein 

und also (2, —1) (2,1) und (I—2@,)Nz— (2,-+1)) mit z aufgehen. Eins 
und das Andere ist nicht der Fall. Denn da x, nicht 1 und auch nicht 3 — 1. 
sondern > 1 und <2—1 sein soll, so geht weder &,—1, noch &,-+1, noch 
I— r,, noch ?2— (2,— 1) mit z auf. Also giebt es, wenn z eine Stamm- 
zahl ist. für z in (1.) nur das eine Werthenpaar 1 und z—1; gemäfs (11.). 
C. Ist s> 2, und nicht eine Stammzahl, so kann es allerdings mit 

tl. 2 = Gzr-+w und (2) = Gr--w 
zugleich, sowohl für #1, für welchen Fall wenigstens das eine , — | 
Statt findet, als für andere Werthe von w, wenn es für solche ein x, giebt. 

auch noch andere Werthe z, von z, 





3. m = Gr-w und (zn) = zw 
seben: denn (8.) von (7.) abgezogen giebt 
ei — 2 — Sz und (2) — (2 — 2,” — Gz oder 
9. (mn), +0) = Gr und (m—E)RF— (2, +0,)) = Gz, 


und hier können allerdings 2, — x, oder 2&,— x, mit einigen der Factoren 
von z — 1, und 2,--%, mit den übrigen Factoren aufgehen. Also kann es 
in diesem Fall allerdings, sowohl für #=1 in (1.), als für andere Werthe 
von «© in (3.), mehr als ein Werthenpaar von & geben. Auch zeigt sich aus (9.). 
dafs die Anzahl der möglichen Werthenpaare von £& von den verschiedenen 
Factorenpaaren abhängt, in welche z sich zerlegen läfst; gemäfs ( II). 


$. 92. 
Lehrsatz. 
Man bezeichne die zu einer beliebigen Zahl 2— N? theiler- 
fremden yz Zahlen —0 und < x durch 
1. Zn Day Byy Bay one. Zorn 
während jede derselben durch z, ausgedrückt wird. Kerner sei das 
Product aller dieser Zahlen 
un... 2. SZ, 
und n bezeichne die Anzahl der Werthenpaare, welche x in der 


Gleichung 


ı. — Gz-41 
haben kann ($. 91. III.), unter der Bedingung, dafs x aus den Zahlen z, 
(1.) genommen werde. 
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l. Alsdann ıst, was auch 2? sein mag, 
4. Z= 6$z-1, wenn n gerade und 
I. Z= 6z—1, wenn n ungerade ist. 
Ob n gerade oder ungerade sei, hängt, wie schon in ($. 91. 
Ill. und ©.) bemerkt, von den verschiedenen Factorenpaaren ab, in welche 
z sich zerlegen läfst; wovon weiter unten. 





Il. Für jeden Nichtquadratrest w—=ı, zu z. also für jedes 
w—z,. welches der Gleichung 





6b. uv= Gz-w 
entspricht, wo u und v, eben wie w, aus den zu z theilerfremden Zah- 
len z, genommen, aber nicht einander gleich sind, ist 
. = Gz-+wr. 

Beispiel zul. Esseis=15. Alsdann ist z, (1.) =1,2,4,7,8,11,13 
und 14. und das Product dieser z, ist Z=1.2.4.7.8.11.13.14 — 896 SI6 
— 39793.3-+1, während die Zahl n der Werthenpaare 1 und 14 und 4, 11 
von x in (3.), welche 2 —= &z--1 geben, —?, also gerade ist; gemäls (4.). 

Es sei s3— 18. Alsdann ist z, (1.)= 1,5, 7, 11, 13 und 17, und das 
Product dieser z, ist #4 —=1.5.7.11.13.17 = 85085 = 4797.z—1. Hier 
giebt nur das eine Werlthenpaar 1 und 17 von = in (3.) Gz-H-1,. so dafs 
n— 1 und also ungerade ist: gemäfs (5.). 





Beispiel zu Il. Einer der Nichtquadratreste zu z— 15 ist w — 11. 
und 493 ist = 4; desgleichen ist Z = 1.2.4.7.8.11.13.14 = 896 S96. 
Also soll nach (7.) 596 896 = 9.15 --11* = &15-+ 14641 sein, und in 
der That ist 

S96 896 = 18817.15-- 14641. 
Beweis von I. A. Wenn man in der Gleichung 
S, me == Gz-+ w, 
wo 20 jede der Zahlen =, (1.) sein kann, % alle x, durchlaufen läfst, so 
durchläuft nach ($. 55. 11.), für en- und dasselbe w, auch v alle die Zah- 
len z,; wiewohl in verschiedener Ordnung. 


B. Nun kann nach ($. 90.) w und v sowohl ungleich als gleich sein: 
d.h. es kann ww sowohl Nechtquadratrest als Quadratrest sein. Für den 
letztern Fall schreibe man, wie in ($.90.). x statt der gleichen u und v. 
©. Nach ($.90. I. und Il.) sind aber sowohl die Nichtquadrate uv, 
als die Quadrate x’, für ein- und dasselbe w immer paarweise vorhanden. 
und die Gesammtzahl der Nichtquadraie, so wie der Quadrate, ist immer 
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gerade. Jene, die Anzahl der Nichtquadratenpaare, werde durch m, die 
der Quadratenpaare, wie hier oben für den Rest #==1, allgemein für jedes w 
durch n bezeichnet. 

D. Läfst man also nun % in (8.) alle %, durchlaufen und bezeichnet die 
zusammengehörigen % und v durch %,,v,; %, ©; %, 9,3 .... U, d,., 50 dafs 


uv, — Özs-+w, 

uvm, — Öz-tw, 

9. x ww, = Gz-tw, 
U,.d,.— Öz-+w 


ist, wo nun die v nach ($. 55. II.) ebenfalls, gleich den #, alle =, sind, so be- 
finden sich unter den pz Gleichungen (9.) 2m Gleichungen, in welchen u und v 
nicht einander gleich sind. und 2 Gleichungen, in welchen 8 = v —.x ist. 

E. Demnach zerfallen also die 3 Gleichungen (7.) in folgende zıwe2 
verschiedene Gruppen: 


uv, = Sz--w, er = Gs-tw, 

um — Öz-w, 2 —= Öz--w, 

10. 00, — Özs-w, und 11. or — Özs-+w, 
| h | 

Um Om — Öztw In = Öztw. 


F. Nach ($. 90. Il.) enthält schon die Hälfte der Nichtquadratreste 
uv in (10.) alle Werthe, welche % und v haben können; und nach ($. 90. V.) 
kann kein u oder v in (8.) einem x in (11.) gleich sein, so dafs also die x 
in (11.) durchaus andere z, sind, als die # und v in (10.), während (10. und 11.) 
zusammen nothwendig alle z, enthalten; wie die Gleichungen (9.). aus welchen 
sie entnommen sind. Endlich gehört nach ($. 90. IV.) zu jedem x in (11.) 
ein zweites s— x, welches, mit ihm multiplieirt, 2 — ww giebt. 

@G. Nimmt man also aus den Gleichungen (10.) diejenige Hälfte m heraus. 
welche sämmtlich verschiedene u und v oder z, enthalten; desgleichen die 
sümmtlichen Gleichungen (VI.),. welche n verschiedene Werthenpaare x 
und z— x von x und sämmtlich undere z, enthalten, so kommen nothwendig 
in diesen m--2n Gleichungen zusammen alle =, vor; und alle nur einmal. 

H. Multiplieirt man also jene aus (10.) genommenen m Gleichungen, 
mit sämmtlich verschiedenen z,, in einander und mit den Ir Gleichungen (11.), 


so hat man lönks das Product aller =, und jedes z,, in denselben nur einmal, 


also das Product Z (2.). Rechts geben zunächst die »» Gleichungen aus (10.) 
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($z--%)”. Sodann geben die 2n Gleichungen (11.), weil jedes der n Paare 
zusammengehöriger x, nemlich x und z— r, nach ($. 90. IV.), G&z— w 
giebt. ($&z— w)". Also ist das Product aller der m--2n Gleichungen 

12. Z= (6:-w” (Gz—w)". 

I. Dieses Ergebnifs gilt für jeden Werth. welchen = haben kann. 
Es kann aber ww jedenfalls = 1 für jedes z sein ($. 91.). Also gilt (12.) 
auch für == I und giebt alsdann 

3. Z=(6z2+41)”"(&3— 1)" = (82+1)(&24+(—1)”)= &2-+(—1). 
und folglich ist 
14. Z=&z-+1, wenn n gerade ist: gemäfs (A4.), und 
15. Z=6z—1, wenn n ungerade ist; gemäls (5.). 

k. Wenn n gerade oder ungerade sei, darauf wird zunächst weiter 
der Lehrsatz ($. 94.) führen. 

Beweis von II. ZL. Für die Gleichung 

16. w= Sztw 
kommen nach ($. 90. Il.) schon in der Hälfte der Nichtquadrate uv für 
ein- und denselben Nichtquadratrest ww alle die gz Werthe von z, vor, welche 
u und ® haben können, und jeder dieser Werthe nur einmal. 

Also schon die Hälfte der gz Producte uv in (16.) enthält alle z,. und 
jedes nur einmal. Mithin erhält man, wenn man diese Hälfte der yz Producte 
uv in (16.) in einander multiplieirt, die Gröfse 2,2, 2,....2,. = Z (2.): und da 
nun jedes dieser 49x Producte durch ®Gz+w ausgedrückt wird (16.). so ist 

17. Z= (GG: tw — $z-Ww#: 
oemäfs (7.). 
$. 98. 
Fünfter Beweis des Wilsonschen Lehrsatzes ($. 48.). 
4. Wenn z eine Siammzahl ist, so Ist 
* =, 3, 4..02—l, 





also in ($. 92. 2.) 


2. 2 =1:2.3.4.... z—1. 
B. Nun giebt es nach ($. 91.1.), wenn z eine Stammzahl ist. nur 
das eenzzge Werthenpaar 1 und z—1 von x, für welches in ($. 92. 3.) 
2 —Ö6z--1 ist. Also ist dann » in ($. 92.) = I, und folglich ungerade. 
Mithin ist alsdann nach ($. 92.5.) Z=Nz— I und folglich in (2.) 
3. 1.2.3.4....3-1= 63-1. 
Dieses ist der Welsonsche Lehrsatz ($. 48.). 
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Ss. 94. 
Lehrsatz. 

Wenn z eine beliebige Zahl ist und x beliebige, aus den ya zu x 
theilerfremden Zahlen —V und <_ 2 bezeichnet, so sind nach ($. 90 
III. und IV.) die Werthe von x. die der Gleichung 

1... = Mar 
genugthun, in welcher vr nach ($. 55.) noläwendiy stets ebenfalls eine der 
zu z theilerfremden Zahlen z, ist, immer paarweise vorhanden; und 
zwar, wenn x, der eine Werth von x :st, so @st z—x, der andere. 

Für r=—1I en (1.), also für die Gleichung 

| 2. X = Gz-l, 
haben wir in ($. 92.) die Anzahl der Werihenpaare von x. die diese 
Gleichung erfüllen, durch n bezeichnet, so dafs also, wenn man x in der 
Gleichung (1.) alle z, durchlaufen läfst, In dieser Werthe z, von x in 
(2.) den Rest r— | geben. 

Ferner haben wir in ($. 92.) und auch schon ın ($. 91. Ill.) be- 
merkt, dafs jene Zahl n von der Anzahl und Art der Factorenpaure 
abhängt, in welche z sich zerlegen läfst. 

Mit der Anzahl n der Quadralwurzelpaare, fur emen und den- 
selben Rest ıv, ferner mit der Anzahl der möglichen verschiedenen Qua- 
dratreste v selbst in (1.) für en bestimmtes z. und mit den Eigenschaften 


dieser Quadratreste v verhält es sich nun weiter wie folgt. 


l. Zu andern Werthen von r im (1.) gehören andere x: ulso, 
wenn man die zu einem bestimmten vr gehörigenx durch x, und die zu einem 
andern r, gehörigen x durch x, bezeichnet, so kann nicht x,—x, sein. 


1. Zu jedem Werth, welchen r in (1.) haben kann, gehören 
gleich viele x: also gehören, da immer r=- 1 sen kann, und folglich 
die Gleichung (2.) mit ihren ‘In verschiedenen Werthen von x immer 
Statt findet, zu jedem r ın(1.) In verschiedene und zu jedem v. In un- 
dere x. Man findet diese In andern Werthe von x, für ein bestimmtes v. 
x. B. aus den An Werthen von x, für r= 1 in (2.). wenn man in der 
Gleichung 

3. XXX = Gz-+(x, 
dem x, links irgend einen der Werthe von x,. gleichviel welchen, dem 


andern Factor x, aber der Reihe nach alle die !n Werthe beilegt, welche 
16 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. 
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x, ?n (2.) haben kann. Alsdann drückt (x,) rechts alle die Werthe aus, 
welche x, haben kann; und sie alle thun der Gleichung (1.) Genüge. 


III. Die verschiedenen x, zu den verschiedenen rv gehörig, sind 
alle die pgz zu z theilerfremden Zahlen x, —>O und —z, und jede 
kommt, wenn man v seme verschiedenen Werthe durchlaufen läfst, nur 
einmal vor; so also, dafs, wenn man die Anzahl der zu „ Statt fin- 
denden verschiedenen Quadratreste vr durch v bezeichnet, 

4, o2 = In’ 
ıst. 

IV. Das Product einer beliebigen Anzahl gleicher oder ungleicher 
Quadratreste vr, also auch eine beliebige Potenz eines Quadratrestes v. 
läfst, durch z dividirt, immer wieder einen der Quadratreste zum 
Resi, so dafs also tınmer 


. (1. rınr...r, = Gz-4+r, und 
2.  — (z-tr 


rr. 
‚st, wo v, irgend eines der v bezeichnet und o im (5.1) und x in (5. 2.) 
heliebige positive ganze Zahlen sein können. 
\V., Für jeden der Quadratreste rv ist 
6. ” = $Gz--1, 
oder, nach (4.) ausgedrückt, 
2. 
7. "= 6711: 
doch können auch schon niedrigere Potenzen von r als die vte, durch 
dividirt, den Rest | lassen. Jedenfalls aber giebt die vte Potenz von v 


den Rest 1. 


VI Wenn man 
S. X, Zn (Hz- | und n* mn m (%z H T. 


und dann weiter 
l 
9.  — $2-4Tr, 
10. rx, — Wr lX) 
1 
setzt, so isi \x) ım (10.) ebenfalls eines der zu vr in (9.) gehörigen x, ulso 
1 


11. x) = ($)z-+-r, 
und für jedes v in (9.) und (10.) en anderes. Man findet also auch 


zur! gehörige x aus denen, welche zu r — 1 gehören, wenn man die 
letzteren nach (10.) mit r multiplieirt und das Product durch z dividirt. 
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VI. Geht z mit 2 auf, so geben nicht blofs x und 2—x. wie für 

jedes beliebige 2, sondern auch 
12. x, 42—x, 42+-x und 2—x 
ernen und denselben Quadratresir zu z. 

VI. Da nach (11.) zu jedem Werth, welchen v haben kann, 
gleichviele x gehören, so kommt es nur darauf an, wie viele ver- 
schiedenen Werthe x es für die Gleichung 

3. X = 2-1 (2.) 
geebt. Ebensoviele Werthe hat x ın der Gleichung (1.) für jedes r. 

Die Anzahl der verschiedenen ın (13.) möglichen x nun läfst sich 
finden, wenn man z auf alle mögliche Weise in zwei Fauctoren z und +. 
zerlegt, also 


Y‘ 


14. 7 24. 
und statt (13.) x == $24- 1 setst, woraus x — 1= 67, oder 
15. (x+-1)\x—1) = x) 


folgt. Man kann dann die Bedingung machen, dafs x- 1 mit dem 
einen der Factoren z—=), x— 1 mit dem andern aufyehe. Alsdann 
verhält es stch mit den verschiedenen x. die der Gleichung (13.) genugy- 
Ihun, wre folgt. 

a. Für Faclorenpaare z und ) von 1, welche emen gröfsern 
Gemeintheiler als ? haben, giebt es kein x für (13.). 

b. Zu jedem theilerfremden Paare von Factoren z und 1. von 2. 
die beide ungerade sınd, gehört ein, und nur ein Werthenpaar von x. 


nemlich 
l 2 


16. xx wi x — ix, 
und jedes andere Factorenpaar dieser Art giebt ein anderes Wer- 
fhenpaar von X. 

c. Zu jedem theilerfremden Paare von Kacloren z und ; 
ron z. deren einer ungerade ist, während der andere mit ?, aber nur 
mit der ersten Potenz von '! aufgeht, gehört ebenfalls eın, und nur 
ein Werthenpaar von x. wre das (16.); aber nicht zu jedem andern 
Factorenpaare dieser Art gehört ein anderes Werthenpaar von x. son- 
dern 4z und 21 oder ]x und 4;., je nachdem x oder i gerade ist, geben 
das nemliche Werthenpaar von x, wie z und i. selbst. Und dann kommt 
ron den Werthenpaaren von x, die alle den verschiedenen Faclorenpaa- 
ren dieser Art entsprechen, jedes zweimal vor. 


IH * 
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d. Zu jedem therlerfremden Paare von Factoren z und ij. von 1. 
deren einer ungerade ist, während der andere mit einer höhern Potenz 
von als der ersten aufgeht, gehört wiederum ein, und nur ein Wer- 
/henpaar von x. wie das (16.). Hier gehört zu jedem andern Facto- 
renpaure dieser Art ein anderes Werthenpaar von x. Zwar giebt es 
je noch en zwerltes Factorenpaar von z, nemlich 4z und iA wenn }, 
und )z und !) wenn z ungerade ist, dem das nemliche Werthen- 
paar von x zukommt, wie dem Faclorenpaare z und 4 selbst, aber dieses 
zırerte Kaclorenpaar findet sich nicht unter denen der gegenwärtigen Art, 
sondern nur unter denen, die mit ? gemeintheilbar sind. 


e. Fu jedem Paare von Factoren z und 3, von z, die beide mit 
der ersten Potenz von ? aufgehen, gehören zwei, und nur zwer 


Werthenpaare von x, nemlich folgende: 
1 


[> 





17. Kim x und x — z—X, 
4 
IS. x = 4lz-x nd x = 4x 


Zu jedem andern Faclorenpaare der gegenwärtigen Art gehören zwei 
andere Werthe von x, wie (17. und 18.). Zugleich sind zwei von den 
vier Werthen von x (17. und 15.) die nemlichen, welche zu dem Facto- 
renpaare \z und \). gehören, wenn !z ungerade ist, und zu dem Factoren- 
paare Yz und 4), wenn !4, ungerade ist; und immer ist entweder 


Iz oder !4 ungerade. 


I\. «. Ist za ungerade, so geben die theilerfremden Paare von 
Factoren (VI. d.). welche beide ungerade sind, alle x, welche der 
Gleichung x = Gz- | genugthun. Also geebt es dann eben so viele 
Werthenpaare von x, als therlerfremde Factorenpaare von 1. 

b_ Geht za nur mit der ersten Potenz von ? auf, so giebt schon 
die Hälfte der theierfremden Paare von Factoren (VI. c.), deren einer 
gerade, der andere ungerade ist, alle x, welche der Gleichung x — Gz +1 
genugthun. Also giebt es in diesem Kalle halb so viele Werthenpaare 
von x. als theilerfremde HFactorenpaaure von 12. 


ce. Geht endlich z mit einer höhern als der ersten Potenz von 
2 auf, so geben schon die verschiedenen mit ?, aber mit kemer gröfsern 
Zahl, gemeintheilbaren Paare von Factoren von z allein alle x, welche 


der Gleichung x’ == Sz--1 genugthun. Also giebt es in diesem Fall 
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doppelt so viele Werthenpaare von x, als durch ‘? aber durch keine 
gröfsere Zahl gemeintheilbare Factorenpaare von 1. 

Auf solehe Weise hängt denn also in HKolge der Gesetze (N. 
und IX.) die Anzahl In der verschiedenen möglichen Quadratwurzeln 
x für zn zu dem Rest I in (13.). so wie zu jedem beliebigen andern 
Rest vr. da jeder beliebige Rest nach (11.) immer dieselbe Anzahl u 
von x zukommt, von der Zahl und Art der Factorenpaare z und 1 von 
„(4.) ab, aus welchen sich z durch die Multiptication zusammensetzen läfst. 


Erstes Beispiel. Es sei 


18... Hu I EN. 
Die zu 2 theilerfremden Zahlen z, —>0 und — x sind folgende: 
20. 2,= 171 13 17 19 3 39 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 83 84 


| 


+) *) ‚ 


ww. 





f 


91 97 101 105 107 109 113 119 121 127 131 133 137 139 143 149 151 157 161 163 167 164 173 17° 
Ihre Anzahl ist 
21. 9%. == 148. 

Läfst man nun in (1.) x alle diese Zahlen durchlaufen. so findet sich 
Für 2= 17 11 13 17 19 3 29 31 37 41 43 47 49 53 59 #61 67 71 73 77 79 83 89 

r = 149121 169109 1169121 61109 61 49 49 61109 61 121160 1109169 121 49 41 
Für x == 91 97 101 103 107 109 113 119 121 127 131 133 137 139 143 149 151 157 161 163 167 169 173 179, 

r == 149121169109 1169121 61109 61 44 49 61 1009 61 121169 1109169 121 49 1. 
Es eiebt also hier, wie sich zeigt, die 

23. ’—(, verschiedenen Quadratreste r — 1,49, 61, 109, L?1 und 169, 
sämmtlich aus den Zahlen x, (20.), und zu jedem derselben gehören 
24. ?In=S, also n—=4 

verschiedene Werthenpaare von x, nemlich 
zur | sehören die 4 Werthenpaare 1u.179, 19u. 161, 71u. 109, S8Y9u. Ylvon.w=—.r,. 
ur— 4) - - -- - - - 7u.173,43u.137, 47u.133, 8s3u. 97 vonz==.12;., 
31u.149, 41 u. 139, 49u. 151, 59u. 12 Lvon.r—i,,. 





zur hl - _ = — a Fr 


zur—MI) - - -- - - - 171.163, 37 u. 143, 53 u. 177, 73u. 107 von. = ers 
zur—lI?1 - - -=- - - - 110.169, ?9u. 151, 61u. 119, 79u. LOL von. —.r,.,. 
zur—169 - - -- - - - 131.167, ?3u. 157.67 u. 113, 77 u. 103 von. —ir eo: 


sämmtlich in der Form x und 2 — .r begriffen. 

Die verschiedenen Behauptungen des Lehrsatzes zeigen sich an diesen 
Beispielen wie folgt. 

I. Zu jedem andern Werth von r gehören gemäls (25.) andere x; 


semäfs (1.). 
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Il. Zu jedem der v==6 (23.) verschiedenen r gehören gemäfs (25.) 
gleichviele x, nemlich zu jedem 2n—S verschiedene x; gemäfs (11.). 

Man findet ferner, z. B. aus den ?”n=S Werthen (25. 1.) von .,. 
welche zu r== | gehören. die zu #==bl gehörigen ?n=S Werlthe von 
r,—r,, (25. 3.), wenn man in der Gleichung (3.) dem x, links ergend einen 
der Werthe von .r, giebt, z. B. wenn man z,—41 (25. 3.) setzt, und dann 
x, in (3.) alle seine 8 Werthe 1, 19, 71, 59, 91, 169, 161 und 179 (25. 1.) 
durchlaufen läfst. Es ergiebt sich auf diese Weise nach (3.) 

26. 411, 19, 71,89, 91, 109, 161, 179) 
&.180--41,59, 31, 49, 131, 149, 121 und 139, 
also ıst ın (3.) 
27. zT, 41, 59, 31,49, 1531, 149, 121 und 139: 
und dies sind in der That alle die 2a = Werthe (25. 3.) von #,= tr... 

III. Die verschiedenen x zu den verschiedenen » sind gemäfs (25.) 
alle die Zahlen z, (20.). und keine derselben kommt mehr als einmal vor. 
so dafs nach (3.) 92 oder 48 (21.) = "n.v = 8.6 ist; gemäfs ( IM.). 

IV. Multiplieirt man z. B. die vier Quadratreste 49, 49, 109 und 171 
mil einander, so ist das Product 31666789 —= 175926.2+109, und der 
Rest 109 ist ebenfalls einer der Quadraltreste vr (23.). Nimmt man z. B. die 
Ste Potenz des Wuadratrestes m — bl, so giebt dieselbe 544596301 = 
+HHII2OL.z-- 121 und der Rest I?! ist wiederum einer der Quadratreste r (23.): 
eemäfs ( IV.). 

V. Da bier v==b ist (23.). so soll nach (6.), z. B. für den Quadrat- 
vest r— 49, 49 — &z-+1 sein, und es ist 49’ —= 2401 —= 62-61. also 
+9 S2-- 561’ G2-- 269S1 == Gr -—1: wie es sein sol. Von r =—=6hl 
ist aber schon die 3te Potenz. und von r — 109 schon die 2te Potenz =G&z--1: 
also von r— bl und 109 geben auch schon niedrigere als die v = ble Polenz 
Sz--1: eemäls (V.). 


VI. Multiplieirt man z. B. das zu w = &2--1 gehörige x, = TI 
(25. 1.) der Reihe nach mit z — 1,49, 61, 109, 121 und 169, so giebt (10.) 
28, rc, = 71, 3479, 4331, 7759, S>9L und 11999 


&x2--71,59, 11, 179, 151 und 119, 
also in (10.) 
29. x) = 71, 59, 11, 179, 131 und 119. 
Deseleichen giebt (9.) für die nemlichen Werthe von r: 


30. "504,240 1377, 11881,1464 1 und 2856 1=Gz-+1,61,1721,1,61 und 121. 
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also in (9.) 
31. r = 1,61, 121, 1,61 und 171. 
Es soll also nach (11.) 
32. 1W=6&z-1, 59’ —= 23-61, 11? —=G&z-+ 121, 7 — Gz--1, 
131°— Gzx--61 und 19 —= Gz-- 121 
sein. was auch. wie aus (22.) zu sehen. in der That der Fall ist; gemäfs (V1.). 
vN. Für 2=4l ist in «= 623- r (1.) gemäls (22.) r==bl. 
und für 12 — r = W —41=59, 42-2 = W-4l=13l und 2 


180 — 41 == 139 ist r ebenfalls = 61; wie es gemäfs (VII. 12.) sein mufs. 
da z== 180 mit ‘) aufgeht. 
VIII. Die Factorenpaare # und A, in welche 2 == IS0 sich zerlegen 
läfst, sind folgende: 
an = 125 45 6 91012 15 15 20 30 360 45 00 90 ISO, 
38. 12 —180 90 60 45 36 0 WW IS 5ER W965 43 2 1. 
a. Setzt man nun in (15.) z. B. z= 1iN, == 15, welches Factoren- 
paar den Theiler 53 > 2 gemein hat, so geht für keinen einzigen der Werthe 
&, (20.), welche « haben könnte, x--1 mit einem der Factoren z=- N 
und == 15 und @— I mit dem andern auf. Legt man nemlich dem .w die 


erste Hälfte der Werthe von 2, (22.) bei (und nur diese ist zu untersuchen. 
indem, falls in der zweiten Hälfte sich ein passendes .« fände, das noihwendig 
zugehörige z—.r in die erste Hälfte fallen würde). so findet sich 

Für x == 171113171923 29 31 37 41 43 47 49 55 39 61 67 71 73 77 79 83 89, 
34. | 


x —l = 06 10 12 16 18 22 28 30 36 40 42 46 48 52 58 60 66 70 72 76 78 82 SS; 


281214 18 20 24 30 32 55 42 44 48 50 54 60 62 68 72 74 75 80 84 90, 


! 


und von allen diesen «+1 und «—1 geht kein einziges Paar mit 12 und 15 
auf. Geht ja «--1 mit 12 oder 15 auf, so geht .c—1 nicht mit 15 oder 
12 auf. Also giebt es für z= 12 und == 15, deren Gemeintheiler 3 \ 
ist. ken x; gemäfls (VI. a.). 

Es müssen demnach in (33.) die Factorenpaare 3 und 60, 6 und 30, 
I? und 15, 15 und 12, 30 und 6, 60 und 3 ganz ausgeschlossen werden. 
Von den übrig bleibenden aber ist wiederum nur die Hälfte zu berücksichli- 
gen. da sie, blofs verwechselt, paarweise dieselben sind, und z oder 7 sowohl 
den einen als den andern Factor von & bezeichnen kann. Es bleiben also 


nur folgende Factorenpaare von z zu berücksichtigen: 
: 227579940, 
150 90 45 36 % 18. 


| 


Sam 
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b. Nimmt man nun von diesen z und 4, z. B. das theiler fremde 

Faclorenpaar 5 und 36, so soll nach (15.) 
3. (+) ac —1) = 8.5.36 

sein und 2-1 mit 5 oder 36 und zugleich z—1 mit 36 oder 5 aufgehen. 
Wie aus (34.) zu sehen, erfüllt nur allen x = 71 diese Bedingung. Es 
giebt also zu dem /Aeilerfreimden Factorenpaare 5 und 56 von 2 nur das 
einzige Werthenpaar 2== 71 und 2— = 109 von x; gemäls (VII. d.). 

Die übrigen theileriremden Factorenpaare in (35.) sind 1 und 180, 
+ und 45. 9 und 20. Zufolge (34.) pafst 1 und 1850 nur für 2==1, 4 und 


+5 nur für 2 == 89, und 9 und 20 nur für 2 = 19, also ist zusammen 

1 2 

; 1, ze wWırıen 3%. 
l 2 

m. \ = 3, FI u 5 ei, 

34 E 4 a 

e—=89, = 9 fü ,iA—=4 45, 
l 2 

z = 1%, ze Bi ui 


Alle diese Werthe von = sind von einander verschieden; gemäfls (VIU. d.). 
c. Eins der Factorenpaare x und 4 von z in (35.). welches ? zum 
(remeintheiler hat. ist 10 und 18. Für dieses also soll in (34.) 
33. (z-+l)(ac—1) = ©.10.18 
sein und „=-- 1 mit 10 oder 15 und zugleich «—1 mit 15 oder 10 aufgehen. 


Zufolee (34.) wird diese Bedingung nur durch = == 19 und 71 erfüllt. wozu 
zZ — Tr I6l und 109 gehört. Ein anderes Faclorenpaar z und 4, mit dem 
(emeintheiler ?, ist 2 und 90; und für dieses pafst in (34.) = 1 und 9, 


wozu 2 —- 2179 und 91 gehört. Es ist also zusammen, nach der Bezeich- 


nune (17. und 198.). 


B 9. 2eeid, 8 109 und z=161 für 5,4= 10, 18 und 


34 \ı Z J 4 
(x ir du — 549, „ — Yyl und an 179 für 4, m 2, 0. 
und man sieht. dafs gemäfs (17. und 18.) r—=12 — 2, z=—=12--r und 
4 I ’ 1 | 
r —xz—.r ist. Jedes der Factorenpaare mit dem Gemeintheiler ? giebi also 


zwei Werthenpaare von 5 wie es nach (VII. ce.) sein soll. 

d. Eines der theilerfremden Faclorenpaare x und 4 von 2 in (35.). 
ron der Art, wie sie (VIII. d.) verlangt, nemlich,. dafs einer der Factoren 
einer höhern als der zweiten Potenz von ? aulgehe. der andere mit ) 


mil 


























u ae ee ee 
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sar nicht, ist 4 und 45. Das zu diesem Faclorenpaar gehörige eine Werthen- 
paar von .« ist, nach (VII. e.) bezeichnet. 
1 2 
40. (z2)=89 und (2) = 91. 
Ferner ist, wenn man <—=4 und A=45 sein läfst, 42 = 2 und = WW. 


Zu diesem Factorenpaar 2 und 90 gehört nach (39.) 
1 2 3 4 
Ha u id, Fu :uiu Fed, 


und. wie aus (39. und 40.) zu sehen, ist 


7 


i 2 3 
> Bere ae 
semäls ( VII. d.). 

e. Die zu den theelerfremden Factoren z=—= 4 und 4 = 45 gehörigen .r 
sind unter den zu 42—= 2 und 24==90 gehörigen « mitbegrilfen. Auf die- 
selbe Weise sind. wie aus (37. und 38.) zu sehen, die zu den übrigen theiler- 
[remden Factorenpaaren 5 und 36, 1 und 180 und 9 und 20 gehörigen x, der 
Reihe nach unter den zu 10 und 18, ? und 90 und 15 und 10 gehörigen (34.) 
mitbegriffen; gemäls (VII. e.). 

I\. Um an Beispielen zu sehen. was (IX.) im Lehrsatz behauptet. 
selzen wir die nach der obigen Art sich findenden Resultate noch für einige 


andere 2 her. 


Zweites Beispiel. Es sei 
43. eu Fe 


14. 2,=1247 811 13 14 16 17 19 22 23 26 28 29 51 32 34 37 398 4143 4 
45. 92. 24, 
46. r=1416 19 31 und 34. also v=65 und In = 4 (Ml.). 
Ferner ist für die Gleichung (1.) 


, = "I DH u 723 x 

e. = 3 TIEREN, 

.. Ja = 314314 - r=16. 

“ un = 817187 - r—=1I. 

zz =1 1694 - r—j31. 

2 ER BR - ih 
Sodann ist für (14.) j 
48. \ een EB. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIX. Heft 2. 17 
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wovon nach ( VIIl. a.) 3 und 15. mit dem Gemeintheiler 3> 2. nicht in Be- 
tracht kommt. 


Für die Gleichung 


19. z+1)c2—1) = 6% (15.) 
Ist h 
\ s— 1, ee ae z.iet45, 
UV. h 1 2 
| zei, =D mir 
Drittes Beispiel. Es sei 
51. un er 7, 
Hier ıst 
52. 3, I 511153171923 252931 37 41 43 47 53 55 59 61 
6567717379853 85 89 95 97 101 103 107 109 113 115 121 125, 
I. Q2 — 36, 


54. r=—=12537 4367 7985 109 und 121, also v»— 9 und In =4 (111.). 
Ferner ist für die Gleichung (1.) 





‚a, = 1» 7112 für r: l, 

u >23 198 21 - m m, 

2 AD IB re" 7, 

zn = Bu 13 - ve MB, 

5 eu 65 I - ve 6, 
2 = 3159 697.9: - 79, 

u = BHO 9 arten DB, 


zu = 1937 917 - vr IM, 
2,24 23 01 105: - one fl, 
Sodann ist für (14.) 
em 3 2 23 8 3 & 
, — 126 63 42 21 18 14; 
wovon nach (VIII. a.) die Factorenpaare 3, #2 und 6, 21, mit dem Gemein- 





5b. 


theiler 3>> 2, nicht in Betracht kommen. 
Für die Gleichung 


57. (e-+1)(e—1) = 6x1 (15.) 


s— 1, 21% für 41,1%, 


a u ei au: 








O0, 
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Viertes Beispiel. Es sei 


= fi ‘ 3 . - 
ee Be 2 
Hierin ıst 
%.==1711 15317 19 23 29 31 37 41 45 47 49 53 59 61 67 7173777985 89 91 97 101 103 107 109 113 und 119 


61. ps — 2, 
62. r—1 und 49, also v=?2 und ?n= 16 (I.). 

Ferner ist für die Gleichung (1.) 
= jr = I 11 19 29 3141 49 59 61 7179 89 91 101 109 und 119 für r l. 
u. I. ==7 13 17 23 37 43 47 53 67 73 77 83 97 103 107 und 113 für r +0. 

Sodann ist für (14.) 
\ = We wer Eu 9 
I =12%0 60 40 30 24 20 15 12, 


von welchen Factorenpaaren 1, 120; 3, 40; 5, 24 und 5, 15 thederfremd 


64. 


sind. 2,60; 4, 30; 6,20 und 10, 12 hingegen ? zum Gemeintheiler haben. 


Für die Gleichung 





65. (e-+-Y)ea—1) = 6x4 (15.) 
ist 
Re n i 
2 ki aid er hie iR, 
1 2 
u su, 2: II RED, 
66. : 3 
“a ., zu AA > nA 
| 2 
2=—= 3, aa Mi ui ie 
' 2 | 3 4 
set Fear ld Mr sie 260, 
N 2 3 e 
”= 9, zu, Ei Fe -»- Bi LM, 
bi. 8 ı 2 3 5 
z —=19, — H.- 2 = 79 2 - im 6,%0, 
ı 2 3 4 
zei, 39, Fe TE, Bed + hei 12. 


An diesen verschiedenen Beispielen wird nun was (IX.) behauptet wie folgt 
zu sehen sein. 

a. z—45 im zweiten Beispiel geht nicht mit ? auf, also auch kein 
z und A (48.). und die zu den therlerfremden z und 4 1,45 und 5, 9 ge- 
hörigen Werthe 1, 44, 19 und 26 von x (50.) sind alle, die es nach (46.) 
für , giebt; gemäfs (IX. «a.). 

b. Im dritten Beispiel geht z— 126 mit 2, und nur mit 2" auf. Von 
den Hactorenpaaren z und = 1, 1296; 2, 63; 7, 18 und 9, 14 (56.). die 

17 * 
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hier in Betracht kommen, seht ein Factor mit ? und mit keiner höhern Potenz 
von 2 auf, und die zu der Hälfte dieser Factorenpaare 1, 126 und 7, 18 ge- 
hörigen Werthe 1, 125, 55 und 71 von x (58.) sind alle, die es nach (55.) 
für ., giebt; gemäfs (IX. d.). Die andern beiden Factorenpaare 2, 63 und 
9, 1+ sind die 42 und 24 der vorigen und geben, wie es nach (VIII. e.) sein 
muls. dieselben x. 


Ferner zeigt sich noch was (VIII. d.) behauptet auch an dem werten 


Beispiel. Die Werthe von x für z,4== 1,120 sind unter denen für 2x und 
11 2,60 mitbegriffen u. s. w. 


ec. Das erste und das werte Beispiel sind in dem Falle (IX. e.). 
3 geht mit einer höhern als der ersten Potenz von 2 auf, und es giebt Faclo- 
renpaare. die beöde mit 2 aufgehen. 

Im ersten Beispiel nun sind die Werthe 19, 71, 109, 161, 1, 89, 91 
und 179 von x, die in (39.) zu den Factorenpaaren 10, 18 und 2, 90 ge- 
hören, welche 2 zum Gemeintheiier haben, schon alle, die es nach (25. 1.) 
siebt. und die zu den fheilerfremden Factorenpaaren 5, 36; 1, 180; 4,45; 9, 20 
oehöriven Werthe von x (37.) sind dieselben. 

Im werten Beispiel sind die Werthe von cr, welche in (67.) zu den 
mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren 7, 6; 4, 30; 6, 20 und 10, 12 gehören, 
alle sechzehn, die es nach (63.) giebt, und die zu den tAheelerfremden Faclo- 
venpaaren 1, 120; 3,409; 5, 24 und 5, 15 nach (66.) gehörigen acht Werthe 


von x sind unter ihnen mitbeeriffen; gemäls (IX. e.). 


Beweis von 1]. A. Könnte ein und derselbe Werth von x in 


e &2-r (1.) verschiedene x geben, so müfste z. B. «= G&z--r,, und 
zugleich ©" — &z--r,. also, Eins vom andern abgezogen, 
68. 624 r, — 


sein. folglich », — r, mit x aufgehen. Dies kann nicht sein, da r, und r, 
beide x sind, und also auch »,—r, —x% ist. Also gehören nothwendig 
„u andern Werlthen von r andere x; gemäls (1.). 


Beweis von Il. und Ill. B. Die Gleichung 2) =6&z--1 (2.), 

mit örgend einem der Werthe von ,, die der Gleichung 2? —=6&2+-r (1.) 
senugthun, multiplieirt. giebt 

69. 2’.2, 


| 
@ 
X 
E 


Setzt man nun wie in (9.) 
70. 2.2, = Ös-+(z,), 
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so giebt (69.) 


(Gz--(w,))} = Gs-tr oder 
ri 1 . T, ) 6 Sr: 
also Ihut (x,) der Gleichung x, $z--r (1.) genug, und folglich ist \r 


nolhwendig einer der Werthe von x,. 
C. Zu jedem andern x,, und für dasselbe x, gehört aber in (7V0.) 


l 
nothwendig ein anderes (.w,). Denn gäben z. B. die zwei Werthe x, und .r, 
1 


von .r, in (70.) en- und dasselbe (x,),. so müßte &,20,— Gz--(z,) und 





zugleich x,.x,--&x- (x,) und. Eins vcn Andern abgezogen. 
1 2 
IR. (2, — 2,)2, ==. @&8 


1 2 
sein, folglich (2, — x,)r, mit 5 aufgehen; was nicht sein kann. da .r, zu 2 
Yheilerfremd ist, folglich keinen der Factoren von 2, > 1 mit x gemein hal. 
l 2 l 2 
in 2,— r, allen aber x nicht aufgehen kann, da x, und x, beide < x sind, 
l 2 
und also auch #,=xr, <x ist. Daher gehört zu jedem andern ., für das- 
selbe x, nolhwendig ein anderes (x,). und folglich giebt es nothwendie we- 
nigstens eben so viele verschiedene x, als es verschiedene .r, giebt. mithin 
ihrer wenzgstens In. 

D. Es kann ihrer aber auch necht mehr geben Denn die .r, für die 
verschiedenen v Werthe von r sind zusammengenommen alle die yz zu x 
theilerfremden Zahlen &, >0V und < 2, und jedes z, kommt nur einmal 
vor; denn die verschiedenen v Reste r gehen eben daraus hervor, dals man 


r 


das « in (1.) alle die 2 Zahlen 2, durchlaufen läfst. Berührte nun .r, für 
ein- und dasselbe r mehr als !rn Werlthe von %,, so mülste w, für ein 


anderes r nothwendig weniger als In verschiedene Werthe haben. indem. 
wenn es anders wäre, die .c, für die zwei verschiedenen x ein- und das- 
selbe &, zweimal berühren würden; was nicht sein kann. Und da es nın 
für kein r weniger als In verschiedene Werthe geben kann, so kann es 
deren auch necht mehrere geben. Folglich giebt es für jeden der v Werthe 
von r nothwendig In verschiedene Werthe von & — z,, die auch für die 
verschiedenen r nach (1.) alle verschieden sind, gemäfs (IT), und es ist 
73. 5 zu Far; 

veemäfs (III. 4.). 

Beweis von IV. E. Man setze für die zwei verschiedenen Werthe 


r, und », von r, 
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14. r =6G:-4r wd 2, =Özr-r,, 
so ergiebt sich. wenn man diese beiden Gleichungen in einander multiplieirt. 
75. .... G2--rın. 

und wenn man 

76. r,n=Öz-+r, und 2,.2,=062-+rT, 
selzt. aus (75.) 

&r+2,) = &rı nn — G2--6G2-+-r, oder 

1T. Y,, — $z2- Ri. 





Also ist der aus dem Product r,r, der (Quadratresie 7, und 7, nach (76.) 
hervorgehenden Rest r, ebenfalls ein Quadratrest. 

F. Multiplieirt man ”, von neuem mil einem Quadratrest, so geht. 
vermöge derselben Gründe, aus dem Product wieder ein Quadratrest hervor. 
Und so weiter. Also ist für eine beliebige Zahl von Quadratresten: 

18. 9 Var. u Bit; 
eemäls (5. 1.). 

G. Der Beweis bleibt derselbe, wenn auch die in einander multipli- 

eirten Reste r eenander gleich sind: also ist auch 
u. = @sH+P,; 
vsemäfls (>. 2.). 


Beweis von V. HH. Da nach (IV.) jede Potenz eines der Quadrat- 





reste x wieder einen der Quadratreste r giebt, so ist für einen beliebigen 
positiven ganzzahligen Exponenten 4, 
ee eur; 

I. Gesetzt nun, für keinen der Werthe 2, 3, #, .... von A sei r, 
gleich r, so durchläuft r, alle die Werthe, welche » haben Aann. Aber r 
hat nur » verschiedene Werthe, also mufs jedenfalls für die v ---Ite Potenz 
das erste r, wiederkehren, und folglich mufs 

si. Pr —= Öz-tr sein. 

Daraus folet, dafs &2, und zwar & (weil z zu r theilerfremd ist) 

mit x aufgehen mufs: folglich ergiebt sich. wenn man mit r dividirt. 


p- 
S2 r — 62-+1, ode r”" = 6z-I1; 
semäls ( b. und 7. ). 
RK. Aber es kann allerdings schon für <r-1 in &0) rn, —=r 


sein. Z. B. schon für == 35 kann in 


S3. p Gz-+r, (S0.) 
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m 


P 


1} 


= r sein. Denn alsdann giebt (S3.), durch », dividirt, 

4. "= Gz-1, 
und was vorausgesetzt wird gilt also in der That von jedem 7, welches eine 
der Quadratwurzeln für z zu I ist. wie z. B. r = 109 in (25.). welches 
nach (25. 1.) 109° = 6&z--1 giebt. 

Selbst schon für = ? kann in (S0.). also in 

85. r—= Ö$r-r, (80. 

r, —r sein. Denn alsdann giebt (S5.), durch »—=r, dividirt. 

Ss. r = 62-1; 
und dies ist für den Werth 1 von r der Fall. Also auch schon eine ne- 
drigere als die vte Potenz von r kann zu & den Rest I lassen. Jedenfalls 
aber ist "—=Ö&z--1; gemäls (V.). 

Beweis von VI. L. Wenn man ($.) mit r* multiplieirt, so ergiebt sich 
an. Feet 
Hierin (9.) und (10.) gesetzt giebt 
1 
(62 -+(z)” = 62-+6z-r oder 


\ 1 


35 (DM = Öz-r. 
Dieses ist die Gleichung (11.); und zwar giebt vermöge (10.) jedes undere r 
für (11. oder 90.) ein anderes (x); gemäfs (VI.). 
Beweis von VII. In 
9. = Gz-r 
sieht, s— x statt z gesetzt, wie schon weiter oben bemerkt. dasselbe r. 
Geht nun & mil 2 auf, so dafs 42 eine ganze Zahl ist. so ist 
0. (dere) = 4r+zr4t 2”. 
Hierin (89.) gesetzt, giebt 


[5 





$r+8r) = 42 | 
9 (det) — r. 
Also auch 42-2 und 42— x geben zu & denselben Rest r, welchem «x 
entspricht, und folglich geben 


_. 


+22-6Gzr-r oder 
ee 
| 


@ 


ir 
. 


2 2, 42—z, 42-+r wmd z—x 
sämmllich zu 2 denselben Quadratrest r, sobald z mit  aufeeht; ve- 
mäfs (VII). 
Beweis von VIIl. N. Wenn man, wie in (14.). 
93. ya u 


setzt und sich in der Gleichung 
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94. (2-+-Dlee—1 = 8% (15) 
Sz, zusammen in alle seine gleichen und ungleichen Stfammltheiler zerleg! 
vorstellt, so mufs nothwendig z--1 dem Product einer gewissen Anzahl der- 
selben. und = — 1 dem Product aller übrigen gleich sein. 


Bezeichnei man das unbekannte & durch 


95. Sa, 
so dafs in (94.) 
% (ze+-1) 2 —1) = 4.4, 
ist. so kann man immer 
97. z—+-1= 4, und 
YyS, ie 1 in Ar, 


selzen. 
In der That drücken (97. und 98.) alle möglichen Fälle aus. Es kaun 


nemlich nicht, da x immer 2x sein soll (wenigstens um I). &-+-1,. und noch 


weniger 2 — 1. gröfser als s—x%4 sein: also kann niemals &--1 =x4.z, 
oder z1.), gesetzt werden müssen. wo 2%, oder 4, >1 ist. Blofs wenn 
£ x — | ist. ist ?+- l=7=x4 und r— 1l=2—). Aber auch diesen 


Fall drücken (97. und 98.) aus; denn es ist für denselben dann in (97.) 4, =4, 


also in (98.) 2e— 1 == 4,2%,. wie (95.). Für jedes andere ze <z—1 ist 
nothwendig sowohl x —+-1 als e— 1 <A (=?). 

Es kann nun zwar für ein x x —1, x2+-1 z.B. blols einem der 
Factoren von x allein oleich sein. z. B.e 2-1 ==%, welches der Fall sein 
würde, wenn &-+-1 in x z4 allein aufgeht. Aber auch diesen Fall 
drücken (97. und 98.) aus; denn dann ist in (97.) 4, =1, also in (95.) 
2, ®& und in (98.) 2 — 1=46, und wie gehörig (2 -+1) ce — 1)= 10. 

Es kann ferner nicht = --1 in & allein aufgehen, oder auch = & sein. 


denn sonst wäre zufolge (94.) &—1 > 4 oder 2—1=%4, also Le >x4A >z; 
vegen die Voraussetzung. Immer ist & < x, und es kann nicht x --1 blofs 
Factoren von G& weenehmen. auch nicht alle, weil dann für das kleinere x —1 
das gröfsere x übrig bleiben würde Es muls z--1 auch noch Factoren 


- 


eo 


von x in Anspruch nehmen; und zwar muls es entweder in % allein auf- 
oehen, welches der obige Fall 4, =1 ist. oder es muls —=x sein, welches 
der Fall 2 = xr— I ist, oder es mufs einen Theil seiner Factoren aus 2 und 
die übrieen. mit 2, bezeichneten, aus & nehmen. 

Es kann nun zwar, wenn man die Facloren 2 und 4 im voraus be- 


stimmt, sein. dafs es kein x giebt. welches durch <--1 gerade den einen 
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vorausbestimmten Factor von 2, z. B. #, und etwa aufserdem einen Factor 2, 
von (5 wegnimmt: aber es kann nicht sein, dafs es für einen Werth von «, 
der die Gleichung =’ = Gz-+-1 oder (e+1)(x —1) = wirklich erfüllt. 
nicht irgend einen Factor von 3, z.B. x, gäbe, der mit irgend einem Factor 
), von (5 zusammen, sei auch dieser letztere —= 1, x-- | ausmacht; denn 
wenn x wirklich eine ganze Zahl ist, so muls nofhwendig z--1 in 
aufgehen und zum Quotienten @—1 geben, also nothwendig von den mög- 
lichen Factoren z und 4 von & diese oder jene in Anspruch nehmen. Also 
wenn man alle x, welche Statt finden, durchgeht, so kann es zwar sein. 
dafs nzcht alle Factoren z und ) von x durch die Gleichung (x -- I) —1) 
(53. berührt werden, aber es kann nacht seen, dals es, wenn man die 
Factoren z und 4 von x alle ganzzahligen Werthe durchlaufen läfst, die 
sie haben können, nicht irgend ein x gäbe, welches darunter nicht für die 
Gleichung (@=--1)(e —1)== (5% das für ihn passende z und A fände. 

So passen denn also die Ausdrücke (97. und 98.) für «alle Fälle, und 
die Bedingung in (VIII), dafs z--- I mit dem einen der Facloren 2 und /, 
x —I| mit dem andern aufgehe, das heifst, dafs, wie (97. und 98.) es an- 
nimmt. 2--1= 274 und 2— 147, sei, ist nicht blofs wellküurlich, son- 
dern nolhwendig. 

Es kommt nur darauf an, in (97. und 98.) die Factoren z und 7 von 
z alle Werthe,. welche sie haben können, durchlaufen zu lassen. um noth- 
wendig durch (97. und 98.) «alle ganzzahligen Werthe von 2 <Zz zu finden. 
die mögkch sind. das heilst, die die Gleichung 

9 "= Gz-1 
erfüllen. | 

Giebt man nun, um die x zu finden, auf diese Weise den z und 7 
der Reihe nach diese oder jene bestimmten Werthe. aus denen. welche sie 
haben können, so lassen sich vermittels der Gleichungen (97. und 98.) die 
zugehörigen Werthe von x wie folgt finden; insbesondere also auch die 
Anzahl der .x, auf welche Anzahl es hier allein ankommt. 

0. Man subtrahire und addire die beiden Gleichungen (97 und 9=.). 
so geben sie =x4, — 4x, oder 

100. 24, = 44,--2 und 


101. 22 —= zu -Hi2. 
P. Aus (100.) folgt, dafs x und A keinen Theiler d >? gemein 
haben können, denn jeder Gemeintheiler d von z und A muls zufolge (100. ) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. IS 
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nach ($. 18.) auch in die Zahl 2 rechts aufgehen, und in diese Zahl geht 
keine Zahl d > 2 auf. Daraus folgt, dafs für jedes Factorenpaar z und # 
von 2, welches einen gröfsern Gemeintheiler als 2 hat, die Gleichung (100.) 
nicht möglich ist, und dafs es also dann gar keine ganzzahligen Werthe von 
x, und },, und folglich auch gar keine dazu gehörigen Werthe von x giebt. 
Dieses ist was (VII. «.) behauptet. 

Haben dagegen <# und 4 nur I und ? zum Gemeintheiler, so können 
die Gleichungen (100. und 101.). wie sich zeigen wird, Statt finden, und es 
giebt zugehörige Werthe von «x. 

(0. Man setze nemlich zuerst, z und A seien fheilerfremd oder hätten 
nur 1 zum Gemeintheiler, so bleibt die Gleichung (100.) wie sie ist, und nach 
($. 34. III.) giebt es immer eenen und nur einen Werth von 4, >0O und <A, 
und eenen und nur einen Werth von #, —>0 und < x, welche die Gleichung 
(100.) erfüllen. Sie mögen durch <, und A, bezeichnet werden. Desgleichen 
giebt es nach ($. 34. II.) noch unzählige andere Werthe von x, und 4,, die 
alle durch 

102. 2 = nx-x, und 

103. I, = NiI-A 
ausgedrückt werden, wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl. 
aber für z, und für A, die nemliche ist. 

Setzt man nun die Ausdrücke von z, und 4, (102. und 103.) in den 
Ausdruck von 2x (101.), so ergiebt sich Jr —nzA --z4,-nzA-+4z,, oder 
da zA=z ist (93.), 

104. 22 —= Inz-+zl, +12. 

Was nun auch #, und A, sein mögen: man weils, dafs #, >0O und < x 
und 4, —>0 und <A ist, woraus folgt, dafs #4, -+- 4x7, jedenfalls > 0 und 
<x4-+x4 also <N2z ist. 

Hieraus, und dann daraus, dafs der Werth von x zeichenfre —0 und 
< x sein muls (negativ kann nemlich x in der Gleichung &@—&z--1 (99.) 
allerdings sein; positive und negative x von gleich grofsen zeichenfreien Wer- 
then erfüllen die Gleichung gleichmäfsig ), folgt weiter, dafs in (104.) das 
willkürliche » nur O0 und —1I sein kann. Denn n= I giebt, da #4,+4x,> 0) 


und < 22 ist, 22 >?z, also e>z, und a < —I, z.B. schon n = —?, 
giebt ar — — 42-+%4,+-4,, also ein x, dessen zeichenfreier Werth eben- 


falls > 2 ist. 
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n 


Es giebt demnach in (104.) nur zwei Werthe von ©, und diese, zu 
| \ 


n—-() und n— —1 gehörig, sind, wenn man sie durch x und x bezeichnet. 
1 
105. 2 = 4(24,+4%,) und 
: | 
106. = == Z— 1 (h, - k %,) =— 3 —T, 


wo z, und A, aus der Gleichung (100.) zu berechnen sind. 
i 1 
Nur die zwei Werthe x und 2— x also können für ein /heilerfremdes 


Factorenpaar x und A von 2 Statt finden; und dies ist was (VII. 5.) behaupte! 

R. Man setze jetzt den zweiten nach (P.) möglichen Fall, nemlich. 
dafs z und A den G@emeintheiler ? haben. 

Alsdann redueiren sich die Gleichungen (100. und 101.). da sie nun 
beide mit ? dividirt werden können, auf 

107. 1%, = 44x, +1 und 
108. 2 — Ial, +12. 

Wie in (Q.) giebt es wieder nach ($. 34. III.) einen und nur einen 
Werth von 4, —>t0 und hier < 1%, und einen und nur einen Werth von 
z, >60 und hier <4z, welche der Gleichung (107.) genugthun und welche 
wieder durch z, und 4, bezeichnet werden mögen. Desgleichen giebt es nach 
($. 34. II.) noch unzählige andere Werthe von z#, und %,,. die alle durch 

BB Bin 
110. = 
ausgedrückt werden, wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 


z--z, und 


AA, 


t 

2 
1 
2 


aber für z, und 4, die nemlche ist. 
Setzt man nun wieder die Ausdrücke von #, und A, (109. und 110.) in den 


Ausdruck von x (108.), so ergiebt sich e—=n.4z. 44-1427, -n.Al. iz 142. 
oder. da zA=32 ist (93.) 
111. z = 4nz-1(21, 432). 
Was nun auch #, und 4, sein mögen: man weils dafs 2, >0 und <_ 47 


und 4, >0O und < 44% ist, woraus folgt, dafs 1(24,--7,) jedenfalls > 0 und 
< 424 oder <42 ist. 


Hieraus, und dann daraus, dafs der Wertli von x zeichenfre — 0 und 





— x sein muls, folgt vermöge (111.) weiter, dafs x nur die vier Werthe —?. 
—/. 0 und -- 1 haben kann. Bezeichnet man nemlich den zu n— 0 gehö- 


1 
rigen positiven Werth von x durch x, die andern Werthe von = für n — —1. 
2 3 4 
n—=+luımndn=—? durch 2, x, x, so giebt (111.) 


18 * 
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l. 2 = la, FAR) Mar Ri, 
112 2. x — tr ürn = —Il, 
u 3. 10 -42 be, für ne 1, 
a > — — 3 13 für n—= —)\. 


1 
Von allen diesen vier «x sind die Werthe, da «= <{ }2 ist, zeichenfrei genommen. 


0 und <=; wie es sein soll. Aber schon n—=-- ) und n= — giebl 
1 1 
113. ze —= 2-2 md 2 = —3z-+tr, 
wovon die Werthe zeichenfrei >2 sind und also nicht Statt finden. 


Die Werthe (112.) von x sind nun, zeichenfrei genommen, diejenigen 
(17. und 18.), und also giebt es für jedes Faclorenpaar z und 4 von 2, welches 
den Gemeintheiler 2 hat, wie es (Vlll. e.) behauptet, vzer Werthe von . oder 
zwei Werthenpaare dieser Gröfsen für die Gleichung =’ —=&z-1. In 
den Ausdrücken derselben (112.) müssen < und A, aus der Gleichung (107.) 
berechnet werden. 

S. Wir haben bis hieher gefunden, dafs es für jedes bestimmte Factoren- 
paar z und A von x entweder en oder zwe? Werthenpaare von .r giebt, die 
der Gleichung x 62--1 genugthun: erstieres wenn z und 4 theilerfremd 
sind. letzteres wenn z und A die Zahl ? zum Gemeintheiler haben; und nur 
diese beiden Fälle können vorkommen. 

Aber es kommt noch darauf an, ob und in wiefern verschredene be- 


stemimte Faclorenpaare von 2, zZ. B. 


114. gi — und 
115. GT = 


dieselben Werthe von a geben können; denn da der Zweck ist, die Anzahl 
egebenes x möglichen verschiedenen Werthenpaare 


der überhaupt für ein g 
von x, die die Gleichung &’—= &2--1 erfüllen, zu finden, und zwar eben 
aus den verschiedenen Factorenpaaren, in welche sich & zerlegen läfst, so 
muls man nothwendig wissen, welche verschiedene bestimmte Factorenpaare 
von 2, z.B. z und A, oder o und z, dieselben Werthe von x geben, um 
diese Werthe von .r, wenn man die Factorenpaare von 2 zählt, nicht doppelt 
oder mehrfach zu zählen. 

T. a. Man setze zu dem Ende or—=z (115.) gebe die nemlichen 
x wie zA— x (114.). Alsdann mufs, wenn man fir = on !=$&zr-H1, 


ähnlich wie in (93.) für 2=7/4, 
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116. = or, 
setzt mit (97. und 98.) zugleich 
117. c+l= or, und 
118. ni 7 
also vermöge (97. und 117.) und (98. und 118.) 
119. 07T, — x4, und 
120. oe er 
sein, während zugleich vermöge (114. und 115.) 
121. oa 
ist. Desgleichen mufs zugleich mit 
122. x, = 42,42 (100) 
vermöge (117. und 118.) 
123. or, = 70,-+-? sein. 

b. Nun setze man, der gröfste Gemeintheiler von z und 0 sei d. 

von 4 und r aber e, und es sei 
134. ea BR... ee, 
125. 0 = so, #4, 
so sind A und s, und Z und £ nothwendig theilerfremd. 

c. Man setze die Ausdrücke von # und 4, o und r in (121.), so 

ergiebt sich Adle = sdts oder 

126. Al=st, 
und daraus folgt, weil % und s, Z und £ theilerfremd sind, dafs k en f und 
s on l oder t in k und l in s aufgehen mufs und folglich vermöge ( 124. 
und 125.) auch A en x und s ın }, oder tin x und I ın ©. 

d. Man setze eben so die Ausdrücke von zx und 4, o und z in (119, 
und 120.),. so ergiebt sich sdö’r, =kÖ4, und feo, = lex, oder 

127. st, = ka, und 

128. to, = 
Hieraus folgt, da k und s, Z! und £ theilerfremd sind, dals s on ),,. kon, 
und t in z,, lin o, aufgehen mufs. 

e. Vermöge (e. und d.) mufs also A in « und zuglerch in r,. und s 
in 4 und zugleich in A,, oder £ in x und zugleich in z, und ! in » und 
zugleich in o, aufgehen. 

f- Wenn aber nun Ak in 7 und r, zugleich aufgeht, so muls es ver- 
möge (123.) auch in ? aufgehen ($.18.). Wenn s in A und 4, zugleich auf- 
geht, so mufs es vermöge (122.) ebenfalls in ? aufgehen. Auch /, wenn es 


I. 











142 7. Encyhlopüdie der Zahlentheorie. $. 94. Form. 129 — 140. 


zugleich in z und z, aufgeht, mufs vermöge (122.) in 2 aufgehen. Und /, wenn 
es in o und o, zugleich aufgeht, mufs vermöge (123.) gleichfalls in 2 aufgehen. 
Die Zahlen A, !, s, £ müssen also sämmtlch in ? aufgehen und kön- 
nen daher nur I oder 7 sein. 
9. Daher kann in (124. und 125.) nur 
3, ed, oder 2 — Id: 
2. 0o=0, ode 0—=)J0; 





129. 
3 ı home „ rede An 2 ai 
A: u by re Re, 
also nur 
130. o=z oder o—=4x oder o=\)z und 
131. —=ı ode T—=44 ode T= U 
sein. Es kann aber nicht zugleeckh o— 4x und 7— 44, auch nicht zugleich 
o—2z und r—= 24 sein, wenn or gleich z4 ist (121.). Also kann nur 
132. o=x oder o=4x oder 0 = 2% 
und zugleich 
133. r=%4 oder r—=24" oder’t—=1% sein. 





h. Haben x und A den Gemeintheiler ?, und setzt man das @leiche von 
und 7 voraus, so redueiren sich die beiden Gleichungen (122. und 123.) auf 


134. 4%.ch, ee 4 Ki, = 1 und 
135. 40.7, — 17.0, + I. 


Ganz wie in (ce. und d.) folgt, dafs, eben wie (e.) es aussagt, x je 
in z und 7,, s je in A und 4,, ?je inx und #, und ?je in o und o, zu- 
gleich aufgehen mufs, denn alles dies folgt aus den unverändert bleibenden 
Gleichungen (121.) und (119. und 120.). Dagegen aber können hier %, s, 
{ und / statt 1 und 2 wie in (f.) nur sämmtlich — I sein, indem jetzt in 
( 134. und 135.) in die Zahl 1 rechterhand, anders wie in die Zahl 2 in 
(122. und 123.) nur allein 1 aufgeht. Also kann hier, statt wie in (129.). nur allein 


136. RK — 0, U== h) und 
137. ,. = €, Er Zu € 
und folelich nur 
\ o=x und 
138. _ 
1.7.5; Bi, 


:. Es folgt also, zusammengenommen, dafs 
Erstlich, wenn z und A Zhederfremd sind, nur 
139. o—x, oder 47, oder ?z und zuglech 


140. v4, oder 


,, oder 44 und 


l 
2 
‘) 
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Zweitens, wenn z und A den Gemeintheiler ‘? haben, nur allein 
14. o—x und 
Fre MR 
sein kann. Also, wenn x und 4 theilerfremd sind, so giebt es nur die zwei 
von z und A verschiedenen Factorenpaare von 2: o—4x, r— A und 
o—2z und r—=44, welchen dieselben x zukommen, und keine andern: 
und wenn x und 4 den Gemeintheiler 2 haben, so giebt es gar keine von 
z und 4 verschiedene Factorenpaare von 3 für die nemlichen x. 

U. Es werden nun die Resultate in(T.) auf die verschiedenen Fälle. 
welche vorkommen können, anzuwenden sein. 

a. Sind zuerst = und A nicht blofs theilerfremd, sondern auch beide 
ungerade, so findet weder 42 noch 4% Statt, und daher kann in (139. und 140.) 
blofs o6—=x und =, sein. Also giebt dann ken anderes Factorenpaar 
von z dieselben x, und es giebt für ein ungerades Factorenpaar z und A von 
z nur ein Werthenpaar von x (Q.), also für jedes andere x und } andere x. 





no 


Dieses behauptet (VII. 5.). 

b. Sind # und i zwar theilerfremd, aber nicht beide ungerade, 
sondern nur eins von ihnen ist es, das andere gerade, so sind 42 und 4 
ganze Zahlen, wenn z gerade ist, und 2x und 44 sind es, wenn A gerade 
ist. Also giebt dann nach (139. und 140.), aufser o—x und 7=4, im 
ersten Fall auh o6=!x und = %%4 und im zweiten Fall auch 06 — ?z 





und —=1!4 dieselben x, und folglich giebt es dann in dem einen und dem 
andern Fall ein zweites Factorenpaar !x und 2% oder ?z und 1) von 2, 
welchem dieselben x zukommen, wie den Factorenpaaren x und A selbst. Hier 
giebt es nun weiter zwei Fälle. 

c. Ist nemlich von den theilerfremden x und A, x zwar gerade, 
aber nur durch die erste Potenz von ? theilbar, während, wie in (b.), 4 un- 
gerade ist, so ist umgekehrt 42 ungerade und ?7 gerade: also kommt dann 
das zweite Faclorenpaar 3% und 24, welches nach (b.) dieselben x giebt. 
wie x und A selbst, unter den verschiedenen Paaren theilerfremder Factoren 


von 2 selbst vor, da einer mit 2’ aufgeht, während der andere ungerade ist. 
Eben so verhält es sich, wenn x ungerade und 4 mit ' theilbar ist. In diesem 
Fall also kommt jedes Werthenpaar von x, welches zu dieser Art von Facto- 
renpaaren von 2 gehört, zweimal vor; gemäfs (VII. e.). 

P. Ist dagegen von den Zheilerfremden z und iA, x durch eine Aö- 
here als die erste Potenz von 2 theilbar, während A ungerade ist, so sind 
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ız und 2% beide gerade. Also kommt dann das zweite Faclorenpaar 47 
und 24, welches nach (b.) dieselben x giebt wie z und % selbst, unter den- 
jenigen Paaren von Factoren vor, die beide mit ” theilbar sind. Eins der 
beiden Werthenpaare von x, welche Factorenpaaren dieser Art nach (R.) 
zukommen, ist also dann das hier zu < und A gehörige Werthenpaar von x. 
Eben so verhält es sich. wenn x ungerade ist und 4 mit einer höhern als 
der ersten Polenz von 2 aufgeht; gemäfs (VII. d.). 

c. Sind die Facloren z und 4 necht theilerfremd, sondern mit ‘? ge- 
mernlheilbar, so kann der eine von den beiden, z. B. #, nur mit der ersten 
Potenz von 2 aufgehen, wenn auch der andere mit einer höhern Potenz von ? 
aufgeht, indem z und 4 keinen gröfsern Gemeintheiler als ? haben können: 
also ist dann 42 ungerade und 24 gerade und 4x und 2A sind theilerfreind. 
Alsdann giebt es dann zwar nach (T. .) kein anderes Factorenpaar © und ı 
von z, welches dieselben deeden Werthenpaare von & gäbe, wie z und /, aber 
umgekehrt ist das zweite Werthenpaar von x, welches nach (ce. P.) für die 
hier theilerfremden 4 und 27. Statt findet, wie dort bemerkt, unter den 
Werthenpaaren von .r enthalten, die den durch ‘? gemeintheilbaren z und 
zukommen. Eben so verhält es sich, wenn 4 nur mit der ersten Potenz von ') 
aufgeht, während vielleicht 2 mit einer höhern als der ersten Potenz von ? 
theilbar ist. 

So folgt denn, dafs unter den Werthen von .r, welche Factorenpaaren 
> und A zukommen. die mit 2 gemeintheilbar sind, zugleich diejenigen mit vor- 
kommen. welche den theilerfremden Factorenpaaren entsprechen, deren einer 
verade. der andere ungerade ist; gemäfs ( VII. e.). 

V. a. Der erste Fall (U. a.) findet ausschliefslich Statt, wenn 2 
selbst nicht mit 2 aufgeht. und also ungerade ist. Denn dann sind in allen 
Iheilerfremden Factorenpaaren von & beide Factoren ungerade. Es giebt als- 
dann gar keine Factoren. die mit 2 aufgehen. Also giebt es dann so viele 
verschiedene Werthenpaare x und 2— x von x, als verschiedene theilerfremde 
Faclorenpaare von 2; und diese Werthe von x sind alle, welche der Gleichung 
2’ — Ö2--1| genugthun; gemäfs (IX. «.). 

b. Geht z nur mit der ersten Potenz von 2 auf, so giebt es weder 
Paare von Facloren, die beide ungerade sind, wie in (a.), noch durch 2 ge- 
meintheilbare Factorenpaare, mithin nur Paare von Factoren, deren einer mit 
)' aufgeht. der andere mit gar nicht; also nur Factorenpaare von der Art 


wie in (U. b. «@.). Diese Factorenpaare geben dann also auch. da es keine 
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andern giebt, alle die verschiedenen Werthenpaare x und 2— x von .w, welche 
der Gleichung x? — &2--1 genugthun; und zwar giebt schon die Hälfte 
dieser Factorenpaare alle Werthenpaare von x, weil nach (U. db. «.) jedes 
Werthenpaar von & zweimal vorkommt; gemäls (IX. 2.). 


c. Geht x mit einer Aöhern als der ersten Potenz von ” auf. so 
oiebt es aufser den Factorenpaaren, die ? zum Gemeintheiler haben, zwar 
Paare theilerfremder Factoren von 2, von welchen nur der eine mit ? auf- 
seht. während der andere ungerade ist: aber die zu diesen letzten gehörigen 
Werthenpaare von x sind nach (U. e.) unter denen mitbegriffen, welche zu 
den mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren gehören. Und da nun Paare von 
Factoren, die beide ungerade sind, in dem gegenwärligen Falle gar nicht 
vorkommen, so sind hier die Doppelpaare der Werthe von x, welche den 
mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren von & zukommen, allein alle diejeni- 
ven. welche der Gleichung «’ = &2--1 genugthun; gemäfs (IX. e.). 


Anm. W. Der Beweis von (VII. und IX.) beruht insbesondere auf 
der Zerlegung von &23 — &x4 für die Gleichung &°— 62--1 in die beiden 
Factoren #4, und A%,, wenn ® = %,4, gesetzt wird; deren einer dann —.r-! 1. 
der andere —=x—1 ist (N.). Dieses giebt aus den Gleichungen (100. und 
107.) die Werthe von z, und A, und durch sie, vermöge der Gleichungen 
(101. und 108.), die Werthe von x. Die Untersuchung, ob mehrere Factoren- 
paare z und A von x dieselben x geben können, geschieht insbesondere da- 
durch. dafs man in (T. 5.) die gröfsten Gemeintheiler von z und ©, und 
’, und = in Rechnung bringt. 


$. 95. 
Lehrsatz. 
Man setze für eime beliebige ganze Zahl x. die immer durch 


iu) 4 an e e e eu 
1. we TRAM: 
ausgedrückt werden kann, wo die u verschiedenen p sämmtlich Stamm - 
zahlen — ? sind, indem für den Fall, wo z den Stammtheiler I nicht 


a. 


enthält, nur m—0O gesetzt werden darf, 


2. z = ılı. 


Ferner bezeichne man von den verschiedenen Factorenpaaren 
z» und i, in welche z sich zerlegen läfst, die Anzahl 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXIX, Heft 2. 19 
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I. Derjenigen, welche theilerfremd sınd und 2 gar nicht enthalten, 
durch ı;: 

2. Derjenigen, welche theilerfremd sind, deren einer aber ?! zum 
Kactor hat, durch t,:; 


”-. 
.-_—- 
* 


3. Derjenigen, welche theilerfremd sind und deren einer eine be- 
hebige Potenz von 2, höher als die erste, zum Factor hat, 
durch 1,;; 

. Derjenigen, deren grö/ster Gemeintheiler 2 ist, durch ı,. 

Alsdann sind die Werthe von ı,. T,, 7, und r, en den verschiede- 

nen Fällen, welche für z (1.) vorkommen können, folgende: 

Für m>?2, für m=?2, für m=1 und für m==0 ist 


I. E, : Ü) () - (0 ui ea 
' 2. dl) = Ü nn Ylu — 0, 
| gel ar == 0 —- 0, 
4.17% ar Zei u 0 _— 0. 
Beispiele. 1. Es sei 
.. Team =r7rE5 we ne > z, et 


Die sämmtlichen Factorenpaare von & sind foleende: 

= | 23456 s10 1215, 

IA — 240 120 SO 60 48 40 30 24 20 16. 

Factoren z und A von der ersten und zweiten Art (3.) kommen hier 


6. 


nicht vor; also ist 7, —=0 und ,==0. Factorenpaare der dritten Art sind die 
vier 1,2405 3,50; 5,48 und 15, 16; also ist hier 7, — 4 %; gemäfs (4. 3.). 
Factorenpaare der werten Art sind die vier 2, 120; 6, 40; 5,30 und 10, 24: 
also ist u, —4 2x“; gemäfs (4. 4.). Die beiden noch übrigen Factorenpaare 
4,60 und 12,20 kommen nicht in Betracht, da sie 4>>2 zum Gemeintheiler haben. 


2 


Es sei 
7 z 420 = 2%,3.5.7, wol we), ed ih 
Die sämmtlichen Factorenpaare von x sind folgende: 
) X | ? I 456 71121415 2%, 
2 — 420 210 140 105 84 70 60 42 35 30 28 21. 
Factorenpaare z und 4 von der ersten und zweiten Art (3.) kommen 


Ö. 


wieder nicht vor; also ist 7,0 und ,—0. Von der dritten Art (3.) sind 
die acht 1,420; 3, 140; 4, 1055 5, 845 7,605 12,35; 15, 25 und 20, 21; also 
ist , — 8 == 9%“; gemäls (4. 3.). Von der vierten Art sind die vier 2, 210; 
6,70; 10,42 und 14,30, also ist 7, = 4 = 7'; gemäfs (A. 4.). 


sy . 
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3. Es sei 
9, — 630 = 2.3°.5.7, wo also m—=1, u==3 ist. 
Die sämmtlichen Factorenpaare von & sind folgende: 
une nei er 791515 2, 
, —= 630 315 210 126 105 90 70 653 45 42 35 30. 
Factorenpaare x und A von der ersten Art (3.) kommen nicht vor; also 
ist 7, —0. Von der zweiten Art sind die acht 1, 630; 2, 315; 5, 1265 7, 90; 
9,70; 10, 635 14, 45 und 18, 35, also ist „= 8 = %; gemäls (4. 2.). 
Factorenpaare der dritten und veerten Art kommen nicht vor; also ist 7,— 0 


10. 


und 7,0. Die vier übrigen Faclorenpaare 3, 210; 6, 105; 15, 42 und 
21, 30 kommen nicht in Betracht, da sie gröfsere Gemeintheiler als ? haben. 


4. Es sei 


11. 2 = 1575 = 3°,5°.7, wo also. m —=0.mdıu=mi ist. 
Die sämmtlichen Factorenpaare von x sind folgende: 
= h u Bi “3 Be WE 
13. 1 ) ) / h. 5.02..05.25, 
ı = 1575 525 315 239, 175305. 75,.63:45, 


Factorenpaare der ersten Art sind die vier 1, 15755 7,2255; 9, 175; 
25,65, also ist „— 4=%2"1'; gemäls (4. 1.). Von der 2ten, 3ten und 
Iten Art kommen keine Factoren vor, also ist ,—0, 1, —=0, 1, —(0. Die 
noch übrigen Factorenpaare haben gröfsere Zahlen als ? zu Gemeintheilern. 


Beweis. 4A. Da von & nur diejenigen Faclorenpaare # und A ge- 
sucht werden, die entweder theilerfremd sind, oder die keinen gröfsern Ge- 
meintheiler als 2 haben, so kommt es auf alle die, welche irgend eines der 
p >? in x» und i zugleich enthalten, gar nicht an. Es darf also keine 
Potenz irgend eines p zerfället werden, sondern immer nur die volle Potenz 
in z oder in 4 vorkommen. Man kann also in (1.) 


e e 


h e, 3 
13. a1 =P, Pf=P, »#=P,...-. p'=P.,. 


und folglich 


Aa. = "FR: Pr.... PP, 
setzen und hierin die P als untheilbare Zahlen betrachten. 


B. Gesetzt nun, es wäre zuerst m =—=(0,. also blofs 


5. z=P.P.P,....P 


u» 
so kann man zuerst <= 1 und A gleich dem Product aller P setzen; sodann z 





gleich jedem der w verschiedenen P; % gleich dem Product der u —1 übri- 


sen. Ferner x gleich dem Product jeder zwe P; i gleich dem Product der 
19* 
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«— übrigen. Weiter z gleich dem Product jeder dr& P; i gleich dem 
Product der «— 3 übrigen u. s. w. 


Daraus folgt, dafs die Anzahl der verschiedenen Werthe, welche x 
haben kann, keine andere ist, als die Anzahl aller möglichen Producte von 
einem. zwei, drei bis « verschiedenen P; wozu auch noch 1 kommt. Diese 
verschiedenen Producte enthält nach ($. 2.) das Product 

16. A+P)t+ P)A+B)....a+P,) 
sämmtlich. und ihre Anzahl ist nach ($. 3.) =“. 


Aber offenbar kommen auf diese Weise die verschiedenen möglichen 


"actorenpaare jedes swermal vor. Denn wegen 3 —z4 ist A — 5 „ und — 
ist ebensowohl ein Theiler von z, also ebensowohl ein #, als z selbst. Die A 
sind nichts anderes als die sämmtlichen 2 selbst, aber in umgekehrter Ordnung. 
Der verschiedenen Factorenpaare giebt es also nur 4.9 — %{! und daher ist 
17. = a fü m —=0: 

denn die 7, Factorenpaare sind es in (3.), welche, wie hier, den Theiler 
gar nicht haben sollen; gemäfs (4.). 

Factoren, welche 2 enthalten, wie (3. 2., 3. und 4.) giebt es hier gar 
nicht; also ist 

IS. 0: De, FE ER 


voemäfs (4.). 


Ü. Gesetzt es sei weiter in (14.) m nicht —=0, sondern m — 1, also 

19. A 
so kommen nur Factorenpaare der zweiten Art (3.) vor; denn alle haben 
nothwendig den Theiler 2’, der sich immer entweder in x oder in A belin- 
den muls. 


Man bezeichne die verschiedenen möglichen Producte von einem, zwei. 


1 2 3 u 
drei etc. P zusammengenommen durch P, P,P,.... P und bringe den 
Theiler 2? ausschliefslich in die z, so werden durch 
1 2 3 a 
er ZI) 5 DPI u 


u—l u—?2 4-3 


11 
ee, Pe AR, ug 


sämmtliche Factorenpaare von £ ausgedrückt. Aber alle z sind hier von 


20. 


den A verschieden: denn alle z gehen mit ? auf, alle 4 nicht. Die Anzahl der 
Factorenpaare r, ist also die der z in (20.) selbst, und diese ist gemäfs (3.) 


- 9#, Also ist hier 
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21. Er 2 und r,==9, == U, 45 0; für »==1i1; 
semäls (4#.). 


D. Es sei in (14.) m==?2, also 
22. = FR PBP,:..: P 


Factorenpaare der ersten und zweiten Art (3.) kommen hier nicht vor. 


a 


denn kein Factorenpaar ist ohne den Theiler 2; wenn 2 in dem einen Factor 
nicht vorkommt, so kommt in dem andern nicht blofs 2', sondern ”° vor. 


Also giebt es hier nur Factorenpaare der dritten und veerten Art (3.). 





Die von der dritten Art sind diejenigen. deren einer 2 gar nicht. 
der andere 2” enthält. Sie werden also ganz auf dieselbe Weise ausgedrückt, 
wie die in (20.), wenn man daselbst 2° statt 2 schreibt. Ihre Anzahl r, is! 
also, wie die der dortigen, — ?“, 

Die Factorenpaare der vierten Art sind hier diejenigen z und A, welche 
jeder 2 zum Theiler haben. Sie werden also nach der Bezeichnungsart von 


(€) durch 


l 2 3 [7 
= 2, UP), XP), 2(P),..... 2(P), 
23. u ul u-? u-3 
= UP), XP), AP), (P),.... 2 


ausgedrückt. Hier sind offenbar wieder die sämmtlichen 4 den z in umge- 
kehrter Ordnung gleich, wie in dem Fall in (B.). Also ist die Anzahl r, 
der von einander verschiedenen Factorenpaare nur, wie dort, — A", 
Mithin ist zusammengenommen 
4 LI, er EG hd fr m—?; 
gemäls (4.). 

E. Es sei endlich in (14.) m — 2. 

Auch hier kommen Factorenpaare der ersten und zweiten Art (3.) 
nicht vor; denn kein Factorenpaar ist ohne den Theiler 2; und kommt ?2 in 
dem einen Factor nicht vor, so kommt in dem andern nicht blofs ?', sondern 
2” vor. Also giebt es auch hier wieder nur Factorenpaare der dritten und 
veerten Art (3.). 

Die von der dritten Art sind diejenigen, deren einer ? gar nicht, der 








andere 2” enthält. Sie werden also wieder ganz auf dieselbe Weise aus- 
gedrückt wie die in (20.), wenn man daselbst 2” statt 2 schreibt. Ihre An- 
zahl 7, ist daher, wie die der dortigen, — %. 


Die Factorenpaare der vzerten Art sind hier diejenigen x und A, deren 
einer ?, der andere ?””'" zum Theiler haben. Sie werden also nach der Be- 
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zeichnungsart von (Ü.) durch 
1 ? 3 4 
\ ee ı(P), 2), Be, rn Be, 
u ul u-? u-3 
: zu AP), Fa): Bee ET) a 
ausgedrückt. Hier sind offenbar die sämmtlichen 4 von den z verschieden, 
wie in dem Fall (C.). Also ist die Anzahl z, der Factorenpaare der vierten 


29 


"u 


Art. wie dort, — 2". 
Mithin ist zusammengenommen 
26. Ba, lid ee für m > ?: 
vemäfs (4.). 


S. 96. 
Lehrsatz. 


Es sei z eine beliebige ganze Zahl, die, wie in ($.95.), immer durch 


m e 
il. z=7?.p 


e 
[Ai 


e 8 
-P2 Ps + P, 
ausgedrückt werden kann, wo die u verschiedenen p sümmtlich Stamm- 
zahlen 2 sind. Alsdann ist in der Gleichung 
2. X = Öz-HTr, 

wo x und r zu z theilerfremd und <z sind, de Anzahl nn der 
Paare zu z theilerfremder Werthe von x, die zu einem und dem- 
selben vr gehören, also die Anzahl der Quadratwurzelpaare zu r. 
für jedes v gleichmä/stig, also auch für r —1: 


3. EFT aan, 
4. art ur no, 
9... n=2 ‚für m=?, 


ee 1 ne "5 oe} 
Dagegen die Anzahl v der ın (2.) möglichen verschiedenen r <x. also 
die Anzahl der Quadratreste zu z ıst, wenn, wie immer, pz die An- 
zahl der zu z therlerfremden Zahlen >O und < nz bezeichnet, 


T v= 


won, nach den verschiedenen Werthen von m in (1.), die Werthe (3.4. 5.6.) 
hat und nach ($.S1. 7.) 


m—!I e,—I e,—1 


5‘ 2 un / \ AN 

s. ga=2 .P -P ---.P* PND)Pp—1):....(p—1) 
ist, so dafs also pz und In. folglich auch v, unmittelbar aus der ge- 
gebenen Zahl z (1.) gefunden werden kann. 
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Beispiel 1. Die Zahl 2-45 in dem zweiten Beispiel zu ($. 94.) ist 
Dis | guuue 4 =. 9% 
also ist für sie, mit (1.) verglichen, 
10. w—U), - u =. 
Nach ($. 94. 47.) giebt es zu jedem der » = 6 verschiedenen Werthe. 


welche r haben kann, n==?2 Werthenpaare von x, und x ist nach (8.) 
es nV apen (3 — 1) (9 u, m: 3 2 4 uam 24. Zufolge (3.) ist a. um u ) und 
zufolge (6.) v = 25 — 6; wie gehörig. 


2. Die Zahl z= 126 in dem dritten Beispiel zu ($. 94.) ist 
12. = == 1206 BE 2.3. 
also ist für sie, mit (1.) verglichen, 
ı. mil, wel, 
Nach ($. 94. 55.) giebt es für jeden der »—=9 verschiedenen Werthe von r 
n— 2 Werthenpaare von x, und 2 ist nach (8.) = 1.3°(3—1)(7—1) — 
36 


3.2.6=36. Zufolge (3.) ist an = %""—=2 und zufolge (6.) v = ——. — 9; 


wie gehörig. 
3. Die Zahl == 150 in dem ersten Beispiel zu ($. 94.) ist 
13. = IH FP,F,5: 


also ist hier, mit (1.) verglichen, 


14. m=?2 und u=?. 
Nach ($. 94. 25.) gehören zu jedem der v==6 verschiedenen Werthe von r 
n——4 Werthenpaare von z, und y2 ist nach (8.) = 2.313 —1)5—1) 
‘ ‘ [ / ) . ‘ / Mi 45 
—2.3.2.4=48. Zufolge (9.) ist n—=2*== 4 und zufolge (6.) r— „ 6b; 


wie gehörig. 
4. Die Zahl z==120 in dem vierten Beispiele zu ($. 94.) ist 
15. . 2=1%0= 7.3.5; 
also ist für sie, mit (1.) verglichen, 
16. m=3>2 und u—N. 
Nach ($. 91. 62. und 67.) gehören zu jedem der v ==? verschiedenen Werthe 
von 7, a—S Werthenpaare von &, und 92 ist nach (8) = 2’(3—1)(5—1) 


/ ‘ / BY > 4 Nu+ > x 2 
— 4.2.4= 32. Zufolge (6.) ist n = "= 8 und zufolge (7.) r — I: 
= 


( 


— 


wie gehörig. 

Beweis. A. Zunächst ist zu bemerken, dafs nach ($. 94. 11.) zu 
jedem Werth von r in (2.) gleichviele x gehören, also eben so viele. als 
zur=-1. Es kommt also nur auf den Fall r—=1 an. 
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B. Ist nun Erstlich m=0, so ist z ungerade und befindet sich 
also in dem Fall ($. 94. IX. a.). In diesem Fall ist nach ($. 94. IX. a.) die 
Anzahl » der Werthenpaare von x, welche der Gleichung 

11. 1 A eßert+ 
genuglhun, der Anzahl der /herdlerfremden Faclorenpaare von & gleich. Diese 
Anzahl ist nach ($. 95. 4.1.) 7, = 1", also ist n == .%1!; gemäls (3.). 

Ü. Ist Zweitens m— |, so geht z nur mit 2?! auf und ist also in 
dem Falle ($. 94. IX. d.). In diesem Fall giebt es nach ($. 94. IX. 6.) halb 
so viele Werthenpaare von x, welche der Gleichung (17.) genugthun, als 
heilerfremde Faclorenpaare von z, von welchen allen je einer 2’ zum Factor 
hat. Die Anzahl dieser theilerfremden Factorenpaare ist nach ($. 95. 4. 2.) 
7, — 2%, also ist hier n = 4. — %%7'; gemäfs (4.). 

D. Ist Drittens m=N, so geht x mit einer Aöhkern als der ersten 
Potenz von 2 auf und ist also in dem Falle ($.94. IX. c.). In diesem Fall 
ojebt es nach ($. 94. IX. ce.) doppelt so viele Werthenpaare von x, welche 
der Gleichung (16.) genuglhun, als Factorenpaare von 3, die ? zum gröfsten 
(Gemeintheiler haben. Die Anzahl dieser Faclorenpaare ist diejenige 7, in 
($. 95. 3.4.),. und nach ($. 95. 4.4.) ist für n—=2, ="; also ist hier 
n — 2.4 2“; gemäls (5.). 

E. Ist endlich Vieriens m > ?, so verhält sich zwar zunächst Alles 
wie in (D.). aber r, ist in diesem Fall nach ($. 95. 4. 4.) = 7“: also ist 
hier zu 2.20 zu 2: Ge (o.). 

F. Die Gleichung (7.) im Lehrsatze folgt unmittelbar aus ($. 94. 4.). 

Anm. @. Wenn z eine einfache ungerade Stammzahl p ist, so ist 
in (1.) m=0 und «1. Also ist in diesem Fall nach (3. und 7.) 

18. a EN, 
mithin giebt es nur ein Werthenpaar x und 2— x zu jedem der Quadral- 
reste r. Ferner sind hier alle »—1 Zahlen 1,2, 3,4....p—l zuz=p 
(heilerfremd. also ist 9& = p—l; und dies giebt nach (7.) und (17.) 

19. v= 1(»—1). 
Die Anzahl » der verschiedenen Quadratreste zu p ist also 4(p—1): alles 
wie es nach ($. 45.) sein muls. 
5. 9. 
Erklärung. 
I. Wenn in der Gleichung 


Un) Seiggf 
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p eine beliebige ungerade Slammzahl, also _—- N), e eine beliebige po- 
sitive ganze Zahl ist, und die zu den Zahlen z,, welche 7 -V und ? 
und zu z theilerfremd sind, gehörigen Quadratreste durch v, dir 
Nichtquadratreste durch w bezeichnet werden, so dafs also elwu 

2. x — $z-4r und 

3. uv= Öz--w 


gesetzt wird, wo nun x, u, v, r und w sämmtlich aus den zu z theiler- 


fremden Zahlen 2, —0 und <_z genommen sınd: so ist die Anzahl der 
verschiedenen r, welche Statt finden, der Anzahl der verschiedenen mögy- 
lichen w gleich, und jede ist — \ypz, wo gz wie immer die Anzahl der 


Zahlen z, bezeichnet; so dafs also die Hälfte der zu x theilerfremden 
ya Zahlen 2, >O und —z Quadratreste, die andere Hälfte Nicht- 
yuadratreste zu den Zahlen z, selbst sind. 

Desgleichen ist für „== p’ (1.), r und w mögen kleiner oder yrö- 
[ser als z sein, 


. rer $z+1 für jeden Quadralrest r, 
I... wr—&z—1 für jeden Nichtquadratrest w. 


Allgemein ist für jede beliebige, zu 2 p" theilerfremde positive 
Lahl ı,. ste mag kleiner oder yröfser als z sein, 
6: ehrt area. 


/ 

ll. Jeder Nichtquadratrestw zu p st zugleich Nichtquu- 
dratrest zu2n—p" für ein beliebiges ganzes positives e; und umgekehrt. 

Und wenn die ungerade NStammzahl p eine der Stammfactoren 
einer beliebigen Zahl ZZ ıst, so geebt es immer zu Z theilerfremde Zahlen 
W>>0 und <Z, die zu p und zu 2, also auch zu p’ und zu Z zu- 
gleich Nichtquadratreste sınd. Sie werden, wenn man das Product 
der ersten Potenzen aller der Stammfactoren, die Z noch aufser p hat, 
durch P bezeichnet, durch 





. W=np-+w und 
8. W.nP+4 
zugleich ausgedrückt, won, —>O und —P und m, —0V und <_ p ist. 


Beispiel zu I. Es sei 
9, ul, ee, et, 
so sind die zu x theilerfremden Zahlen x, und die dazu gehörigen Quadrat- 


nl p 


reste r folgende: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2, 20 
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* * * * * . ” * « . - * - ® 
“. „ » > s - ‘ “y { or 4 Br { > Yı “ ” „+ Io 
o ı 245 7 81011 153 14 16 17 19 20 22 253 25 26 28 29 31 32 34 35 37 38 40 
| \, ı 416 25 49 641940 734 15 46 37 76 79 45 58 25 55 51 70 52 22 10 75 67 61 
\ u * - * * r “ * * * * ” 
j" tl 45 44 46 47 49 50 52 535 55 56 58 3961 H2 H4 65 bi 65 70 ’1 73 73 7b 11 19 80 
}’ 61 67 73 10 22 52 70 31 55 28 58 43 79 76 37 46 15 34 740196449 25316 4 1 


Die Anzahl 9% der Zahlen z, ist hier 9x=—=54. Die Anzahl der verschie- 


denen Q@uadratreste r ist, wie sich zeigt, — 27. Es sind die mit einem 
Sternchen bezeichneten &,. Die übrigen 27 Zahlen 2, sind daher Nicht- 
quadratreste w. Also sind die Hälfte der Zahlen 3, Quadratreste, die an- 
dere FHälfte Nichtquadralreste. 
Ferner soll nach dem Lehrsatze (4. und 5.),. da hier 93 = ?77 ist, für 
jeden Quadratrest r, r" == &.S1--1, und für jeden Nichtquadratrest w, 
mw’ ($.S51—1 sein. In der That giebt z. B. r 19, 19° == 6859 
(5.81--55. also 19° ($.51--55) = ©.s1-- 166375 G.S1+1 und 
197 = ($.851-+1)’=©.s1-+-1; wie es sein soll. » = 17 giebt 17° = 4913 
6.8153, also 17° — (6.814+53) = 6.8S1-+ 148877 = 6.81 —1, 
und folglich 17° &.51—1)’= &.S51— 1; ebenfalls wie es sein soll. 


Beispiei Zu 11. (dl, Es sel 
> 


11. =), Wi = 
Der einzige Nichtquadratrest zu p ist w== 2; denn es ist für die beiden 


zu 3 theilerfremden Zahlen I und ? = 3-1 und ?”—=63--1. Dieses 
2? ist, wie aus (10.) zu sehen, auch Nichtquadratrest zu p® = SI. Um- 
sekehrt sind alle die Nichtquadratresie zu 3*== SI, welches die in (10.) necht 


mil einem Sternchen bezeichneten Zahlen 2, 5, 5, 11, 14 u.s. w. sind. auch 


Nichtquadratreste zu p== 5, denn alle diese Zahlen werden durch &p--? 


sn 
. 


auseedrückt,. und dieses ist mit =) zugleich Nichtquadratrest zu = 
12. p D; p= ”—)5 und Z— 2.3.5 —= D, also P—= 2.3 = (ı. 
Die zu diesen drei Zahlen theilerfremden Zahlen. kleiner als sie. sind mit 


ihren Quadratresten r folgende: 


y | , ) + 
1:3 4 
y m 
} y l 5 t | 
% Es ” * 
35 Be u ’_8 311 1213 14 167 BB 19217 2 23 2, 
11.1 
Ir ı 4 916 11 24 14 6 21 19 19 21 6 14 24 11 16 9% 4 1: 
* . %* %* 4 = * 
190 ı 7111517 19 25 29 31 57 41 45 47 49 55 59 61 67 71 73 77 79 83 89. 


Ir I 49 31 79 19 1 79 31 61 19 61 49 49 61 19 61 31 79 119 71314 1 
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Die Nichtquadratreste zu den drei Zahlen sind also 


6. Zu p= 5, w=?2 3, 
7. Zu p—=%,w=?23 7 8121317182223, 


8. Zu Z=9, W=711 13 17 23 39 37 41 43 47 53 539 67 71737783 89 
Die Nichtquadratreste 2 und 3 (16.) sind wieder zugleich Nichlquadralrest 
zu 9 — 25 (17.); und umgekehrt können alle Nichtquadratreste zu p 35 (17.) 


durch &p-- 2,53 ausgedrückt werden und sind also auch Nichtquadratreste 


- 


zu p 2, 
Ferner giebt (7.). wenn man der Reihe nach n, == 1, 2.3.45 (-_ Pı 
und nach (16.) w = ? und 3 setzt. 
19. w_ 17:1212,32197; 
8 13 3 38, 
und (S.) giebt. wenn man der Reihe nach m, = 1,2,3,4 (<p) setzt. 
20. W 7.83:1% 235. 
Von diesen Werthen von W (19. und 20.) Irelfen W ; und 13 zusam- 


men, das heilst. 7 und 13 erfüllen die beiden Gleichunsen (7. und 8.) zugleich. 

Und diese beiden W >0V und <Z sind. wie nach (13. 14. und 15.) zu 

sehen. Nichtquadratreste von p=5, p= 25 und Z== 0 zugleich. 
Beweis von I. A. Man setze in (2.) der Reihe nach die erst: 


Hälfte aller gx Werthe von &,, nemlich die 39% Werthe von z,. welche 


Y 


Od und <4x sind, statt x. Die andere Hälfte der 2, >4z und 
wird durch <— 2, ausgedrückt, wo 2, <{ 4x ist; denn wenn z, keinen Theile: 
mit z gemein hat, so gilt das Gleiche auch von z—x,. Es giebt aber in (2.) 


z— x, denselben Werth von r als z,, denn es ist 
21. 2-2) = 62+2, = 6823-62 -;+r= Ör-+r: 


also kann es in (2.) necht mehr als px verschiedene Werthe von r geben 


und «alle verschiedenen Werlthe von ”, welche es eiebt, finden sich aus (?2.) 


schon. wenn man dem x in (2.) die 392 Werthe von 2, ER 
B. Nun seien x, und ©, zwei belebige Werthe von .r in (2.). beid: 
aus den Zahlen x, und beide 42. Gäben diese beiden Werthe von 
einen und denselben Werth von r, so dals 
2. u Gzr-+-r und 
23. #; . gr 


wäre. so mülste eemäfs (22. und 23.) 


24. X, > 28 — (2 oder 
En e7 DB), L,, (52 Zr (Sp 


20) ’e 
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Y 


sein, also müfsien entweder Erstlich x, +-.x, oder x, —.r, mit p° aufgehen. 


oder es mülsten Zweitens x,--x, elwa mit p" und 2,—ır, mil p“ ” aul- 
sehen, also r, x, und x, — x, beide zugleich mit p, so dafs 
% 2-2 = Ö©p und 
27. 2 — 0. = Öp wäre. 
€. Mit p —=%x kann Erstlich weder x, -+-x, noch «,— 7, aufgehen, 
da ., und .“, nach der Voraussetzung beide < 42 sind und also sowohl 
+, as 2, —r, <xg ist. 


D. Gingen Zweitens x, 4.20, und 2,—.r, beide zugleich mit p auf. 
so dals also die Gleichuneen (26. und 27.) Statt fänden. so mülfste diesen 
(dleichunsen zufolee. wenn man sie addirt und subtrahirt, 

28. 20, = $p und 

29. 22 (Sp 
sein; also mülste, da p >>? vorausgeselzt wird, mithin ? mit p nicht aul- 
seht, .r, und .r, zugleich mit p aufgehen, folglich mit 3 == p“ den Stammtheiler 
p > I gemein haben. Dieses ist der Voraussetzung entgegen, da x, und , 
aus den Zahlen z, genommen werden sollen, die mit z keonen Stammtheiler 

| oemein haben. Also können in (25.) auch .r,—+- x, und x, — .r, nicht beide 

zugleich mit p aufgehen. 


fi. Es kann also überhaupt die Gleichung (25.), oder die (24.), also 


(22. und 23.) nicht Statt finden. das heifst: es können keine zwei 2 =x, 
ix denselben (uadratrest r geben. Mithin sind die Quadratreste zu allen 


den 49% Zahlen 3, —>V und < 4x verschteden, und folglich giebt es auch 
meht weniger als 4g3 verschiedene Quadratreste zu 2. Da es nun nach 
(.4.) auch nicht mehr giebt, so ist die Anzahl der Quadratreste zu z—p 
aus den Zahlen &, nothwendig gleich 3p2. 

I". Es giebt aber „2x verschiedene Zahlen 2,. Also mufs, da die 
Hälfte davon Quadratreste sind. die andere Hälfte nothwendig Nichtgua- 
dratreste sein; wie es der Lehrsatz behauptet. 

G. Es ist ferner nach dem allgemeinen Fermatschen Lehrsatze ($. 87.) 
für jedes z, 


30. % Gz-+1. 
woraus 
2%, = 62 oder 
/„3P: \/,39° \ 2a: 
31 “ : Sp | J (2 | un » & 3 


und hier für z = p‘ 
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32. NEN) — Op‘ 


folgt. so dafs also entweder Krstlich z,) --1 etwa mit p” und x.) I mit 
p", folglich 2,” 1 und 2, —1 beide mit p aufgehen müssen. dergestal 


dafs die Gleichungen 
3. 2%, r1= (6p und 


34. zir _l — Sp 
zugleich für een- und dasselbe z_ Statt finden. oder dafs Zieeitens entweder 


Y 
z, | oder z, —I mit p°—= x selbst aufgehen mufs, und dafs also 
35. entweder en l = 62 
36. oder 1 62 
sein muls. | 
H. Das Erste, dals 2 -t und 2°” — 1 beide zugleich mit p auf- 


sehen, oder dafs die Gleichungen (33. und 34.) zuglerch Statt finden, is! 

nicht möglich: denn diese beiden Gleiehungen geben, von einander abgezogen. 
3. 2 = Wp, 

und 2 seht nicht mit p auf. 

I. Es kann also nur das Zwveite Statt finden. nemlich entweder die 
Gleichung (35.), oder die Gleichung (36.); und die eine oder die andere mufs 
nothwendig Stall finden, da die aus (30.) folgende Gleichung (32.), aus 
welcher (35. und 36.) genommen sind, für jedes z, nothwendig Stat hat. 

Also ist für jedes z,, das heifst für jede zu 2 = p“ theilerfremde po- 
sitive Zahl z,, sie mag Äleiner oder gröfser als 2 = p* sein (denn für alle 


solche Zahlen gilt der allgemeine Fermatsche Satz ($. S7.)). entweder 


3, — 623-1, oder z,) —=Gr—1, und folglich ist allgemein für jede be- 
liebige zu 3 theilerfremde Zahl &, < oder —z®, 

s ? PR. 6 ai, MA r ip w- es 

3s. 2, — GzH+l er sy; 


wie es der Lehrsatz in (6.) behauptet. 

Dals nicht die beiden Gleichungen (35. und 36.) für ein- und das- 
selbe 2, zugleich Statt finden können, ist offenbar. denn die Gleichungen geben. 
von emander abgezogen, 

ee 2 re ef, 
und 2 geht nicht mit e’ auf. 


K. Nun erhebe man die Gleichung (2.), in welcher r einer der Qua- 
dratreste zu z == p" ist, zur Potenz 442, so ergiebt sich 
0 (er — 2 — Gr-trit 
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\ber nach dem allgemeinen Fermalschen Lehrsatze ist für jedes zu z theiler- 


lremde a ei; 


11. Ep Sr- a 


(52 | (52 -- 77° oder 
12. r:' Gz--41. 
das heilst: für jeden Quadrafrest r ist nothwendie r'' $2--1: wie es 


l a ın 1 ] ho: ' 
der Lehrsalz ın (4.) behauptet. 


I... Es fragt sich nun, ob auch Nichtquadratreste w, w"— Gr -I 
ocben können. Dieses würde der Fall sein. wenn die Gleichung (42.) füı 
mehr als 4yx Werthe von z aus den Zahlen 2, 0 und x Statt fände. 


da es nach (#%) nicht mehr als Agx Quadratresite # zu 3 p" gieht. 
M. Es sei p’ eine beliebige, etwa niedrigere Potenz von p als 3==p" und 
43. p' = Y. 
Die zu diesem y p' theilerfremden yy Zahlen Y, 0 und v sind allı 


diejenigen aus der Reihe 1, 9, 3, 4 .... y, die mit p necht aufgehen. Ihre 


14. pvV p(p—| 
\. Es sei ferneı 
15. { rm ir 
3 ] | ' | 
eine um ın höhere Polenz von p als y. Die zu diesem = ger Iheilerfrem- 


den g£ Zahlen { 0) und { sind wiederum alle diejenigen aus der Reil 
1,2, ’(==p”y), die mit p necht aufgehen. Ihre Anzahl ist nach 


16. gi »"(p—l), 
p” mal so grofs als die Zahl gy (44.) der zu y pP’ theilerfremden 

Zahlen und y, so dafs 

17 gi p"y» 
IS Dabei werden alle die Zahlen / ) und ! durch 

IS. = 8773 
auseedrücl N 

9. 1 Sue FOns Pe: a un 


ist. und es giebt keine andern #,. Denn allgemein drückt ny --7, wo r >O und 
v ist. mit den Werthen (49.) von n alle die Zahlen 1,2,3,4,.... £ ohne 
Ausnahme aus, und da nun die #, in (49.) diejenigen derselben sein sollen. 


welche mit p nicht aufgehen, so kann » in ay--r nur diejenigen Zahlen —> 0 


und \ bezeichnen. welche mit p nicht aufgehen, also nur die y,: denn 
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singe in ay--r, r mit p auf, so würden auch die durch ay--r ausgedrück- 


ten Zahlen selbst, weil y==p* mit p aufgeht, durch p theilbar sein; was / 
nicht sein soll. Ferner giebt es auch eben deshalb keine andern t, weiter 
als die, welche (48. und 49.) ausdrücken. Denn gäbe es andere. so könnten 

durch ay--r nur dann ausgedrückt werden, wenn darin rm nicht mehr wie y, 


zu y=— p’ theilerfremd wäre, sondern mit p aufginge. Diese mit einem solchen ı 


ausgedrückten ay--r aber würden mit p aufgehen und folglich keine #, sein 


0. Aus (48. und 49.) folet, dafs nicht blofs nach (47.) überhaup! 


p" mal so viele £, als y,, verschieden sind, sondern dafs auch zu jedem ein- 


m m 


zelnen y,. p” zu £=p"""” theilerfremde Zahlen —> O0 und </ gehören 


g 
denn (48.) giebt, weil rn vermöge (49.) p” verschiedene Werthe hat. fin 


ein- und dasselbe y, 


„» P” verschiedene #,. 


P. Nun sei # irgend eines derjenigen y,, für welches 


1 


1 u yo — 6y-1 
ist. und A nirgend eines derjenigen y,, für welches 
51. 4°” - ar — Gy—1 
ist. Eines oder das Andere ist für jedes y, der Fall, so dafs z und A alle 
y, >0O und <y bezeichnen. Denn da nach (6.) 2, —=Gr+! für alle z 
ist, und für 2—=p (1.), so ist auch für alle y,., 
2. = 6y+l 
für y==p" (48.). 
Zu jedem z— y, gehören nun nach (O.) p” und zu jedem 1 - = y, 
p” verschiedene /,, die durch (48. und 49.) ausgedrückt werden, Bezeichne! 
man also erstere durch 7, letztere durch o, so ist nach (48.) 
9. Tt=ny-+z und 
4. o—=ny-A, 


und 7 und o bezeichnen nun zusammen alle vorhandenen /,. 


Aber eben wie nach (6.) für s=p (1), 5, = Gr+l ist. is 
auch für £— pt”, 
.. iopt R 
5. u = Ötltl, 


oder, da yE=p"gy ist (47.), 


1„m + 
Gr: ee Bir 
und. wenn man hierin den Ausdruck (48.) von #, setzt, 
-- or a N 
>. L — L, u - (ny ry p) . ( )) Y Y 
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(Giebt man in dieser Gleichung dem Y, rchterhand die Werthe 2 (50.). 


1 


zu deren jedem p” verschiedene Werthe von 7—/, gehören, so erhält man 


aus (D0.) 


m 


8 = Het GytGy1P"— Gy 
für alle r =#,;, und giebt man in (57.) dem y, rechts die Werthe 4 (51.). 
zu deren jedem p” verschiedene Werthe von o —=t, gehören. so giebt (51.) 
59. Gy-(Gy—I = Gy—1. 
leizieres weil p und folglich p” ungerade ist. 
Es folgt also, dafs alle die p” zu jedem y, —=z gehörigen Werthe 
von #,. zur Potenz 4gYt erhoben, &y--1, und alle die p” zu jedem y, 2 


gehörigen Werthe o von #,, zur Potenz 4y#£ erhoben, &y—1I geben. 


0. Jene zu den y, z gehörigen Werthe 7 von #, können aber 
nur diejenigen t, in (95.) sein. welche zugleich 
MEEE JE en TEE 
seben. und die zu den y„= 4 gehörigen Werthe o von #, nur diejenigen 


’. in (55.). für welche zugleich 
61  — #— Gt—1 
ist: denn wäre es anders und z. B. nach (58. und 61.) zugleich für ein- und 


dasselbe / 


eg Gy--1 und 


02. 
Bi Gr —1. 
so müfste. Eins vom Andern abgezogen. 
03. 0 = Gyr— G/- 7% 


h} 


sein. also mülste, da y und / beide mit p aufgehen. auch 2 mil » aufgehen: 
was nicht der Fall ist. Aus oleichem Grunde kann nicht nach (59 und 60.) 


zuglersch für ein- und dasselbe /£,. 


\2” = Gy—I und 
m. 5%. \ 
(= 6-41 
sein. Es kann also nur für ein- und dasselbe £, zugleich, 
65 7” — Gy-ti und Er — 6f--1 oder 
66 u, = $6y—l und 4 = 61-1 
sein. Und da nun die Werthe 7 von Z, nach (58.) *"=6&y ;-I und die 
Werthe o von #, nach (59.) 0” — &y—1 geben, so kann nur Statt finden. 


was die Gleichungen (60. und 61.) ausdrücken. 











— nie 
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Es folgt demnach, dafs nur diejenigen Werthe 7 von /,. welche nach 


# . pt Ä RE 
(45.) zu den y„= z (50.) gehören, {5 == Gt-+1, und nur diejenigen 
Werthe o von /,, welche nach (48.) zu den y„== 4 (51.) gehören. 


ie &2—1 geben können; wobei zugleich die < und die o zusammen die 
sämmtlichen Werthe von /, sind. Und da nun zu jedem y„=x und zu 
jedem y„—=4 p"” verschiedene Werthe von #£, 
p”" mal so viele Werthe x von Z, giebt, die die Gleichung (60.) erfüllen. 


gehören, so folgt, dafs es 


als y,„ = vorhanden sind, die der Gleichung (37.) genugthun, und p” nal 
so viele Werthe o von £,, die der Gleichung (61.) genugthun, als es y, == / 
siebt, die die Gleichung (51.) erfüllen. 

Man wird demnach die Anzahl der Werthe = und o von /, finden. 
wenn man die Zahl der Werthe z und A von y, für y=p" fur irgend 
einen Werth von k kennt; man darf den letzten nur mit 9” multiplieiren. 


R. Für k=1 in y=p‘ (43.), nemlich für 
5) rn 
ist aber die Zahl der Y—=H und der y„=4, welche #"”=$y--1 und 
7 —= $y— 1 geben, wirklich bekannt. Hier ist nemlich Ayy Igp 
ı(p— 1); alle Quadratreste r zu p geben nach ($. 49.) rt" — Sp-1. 
und alle Nichtquadratreste o zu p geben e"—"?— Sp—l. Also sind die 


Quadralreste = die hiesigen z und die Nichtquadratreste o die hiesigen 7 
Sodann ist nach ($. 45.) die Zahl der Quadratresie der Zahl der Nichtquadral- 
reste gleich, also die Zahl von beiden 4(p—1). Folglich giebt es für 2 — | 
4(p—1) Werthe z von y,, die die Gleichung (50.), und 4(»—1) Werthe 
, von Y,, die die Gleichung (51.) erfüllen. 
Demnach giebt es denn also für 
09: ıfliar art" (82), 
da jetzt in (45.) Ak=1 gesetzt worden ist, vermöge ((.), 
m 


69. 4(p— 1).p” Werthe 7 von £,, für welche Gt -1 ist (60.) und 


70. 4(p—1).p” Werthe o von #,, für welche er — (57—1 ist (61.). 
S. Man setze nun in (68.) m--1=e oder m—=e—1, so geht / (bS.) 


in x (1.) über und es folgt also aus (69. und 70.), dafs es 


71. 4(p—1).p“”' Werthe von 2, giebt, für welche 2, — 62-1. und 
‘6 L/ \ ni ar > nr rnlrha „3P: \.> r 
72. 4(p—1).p” Werthe von 2,, für welhke 5 —=G2z—I ist. 


Aber nach ($. 7.) ist 


ar 1 u. vo r 
73. 4p-V)p" = 4yp‘ = 4gpz: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. 21 














162 7. Eneyklopadie der Zahlentheorie. $. 97. Form. 74 — 32. 


also giebt es nach (71. und 72.) 


74. 49x Werthe von z,, für welche 2) = &z --1, und 
75. igpz Werthe von &,, für welche zu — 2 —1 ist. 
T. Nun war nach (K.) für sämmtliche Quadratreste r —= z,. 
pi (42--1, und die Anzahl der Quadratreste ist nach (E.) = 4yz: 


also folgt schliefslich, weil von den überhaupt vorhandenen „92 Werthen von 
2, nur noch die px Aöchtquadratreste übrig bleiben, dafs für diese, ge- 
mäls (75.). 2 — (#2 —1 ist. Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet. 

U. a. Übrigens, wenn eine zu x theilerfremde Zahl z,, die gröfser 
als = ist, ein Quadratrest zu x sein soll, so kann sie nur durch 

76. %, = Wr 

ausgedrückt werden. wo r eine der Zahlen z, —0 und < x und Quadratrest 
zu & ist. Denn gesetzt x sei die Zahl. welche den vorausgesetzten Quadralrest 


x. eiebt. so mufs 





E5 x” G2S+2, 

sein. Wäre nun in (77.) z, nicht nach (76.) = Gz-;-r, so könnte nur 
18. z, = (2 rw 

sein. wo w eine der Zahlen z, >OV und x und Aschtquadratrest zu 2 


ist. Dann aber wäre in (77.) 
19. = 62 --Gz-+w = Gr+Ww 
und es gäbe also eine Zahl x, deren Quadrat zu 2 den Nichtquadratrest w 
liefse: was nicht sein kann. 
b. Eben so kann eine zu & theilerfremde Zahl z,. die gröfser als 2 
ist, wenn sie Nich/quadratrest zu 3 sein soll, nur durch 
S0. 2, = &6s+w 
ausgedrückt werden. wo ww eine der Zahlen z, > 0 und x und Nicht- 
quadratrest zu x ist. Denn geselzt es wäre nicht wie in (80.) 2, GHz --w, 
so könnte nur 
S1. 
sein, wo r eine der Zahlen .O und <z und Quadratrest zu 2 ist, 


nn 
g 


Gz--r 


[x 


Dann aber gäbe es nach (a.) eine Zahl x, für welche 
82. ı — Gzr-2, 


ist und &, wäre also nicht Nöchtquadratrest zu 2, sondern Qwadratrest; 


seren die Voraussetzung. 
c. Also alle zu x iheilerfremden Zahlen z, 2, weiche Quadrat- 


reste zu x sind, werden nur durch 2, = &z--r ausgedrückt, wo r ein 


ns 
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Quadratrest zu z und — z ist. und alle zu x theilerfremden Zahlen 3 z, 
welche Nichtquadratreste zu x sind. nur durch &, = Gz- w, wo w ein 
Nichtquadratrest zu z und <% ist. 
Nun ist aber 
S3. 2 — (2 +-r)” — 62-4 r7° und 
S4. a — (62 ww) — Gs-LWi#. 


Selzt man hierin (4. und 5.), so ergiebt sich 


5.2, =G24Gr4 1= Gr +1 für die 2,_-2,Welche Quadratreste zu 3 sind und 
» 3p2 ’ + i. . . u 1. A 
.2, = GGF — | für diez,—>2, welche Nichtquadratreste zu 3 sind: 


und folglich gelten die Gleichungen (4. und 5.) auch für die r und ww, welche 


gyröfser als x sind. 


Beweis von 11. V. Wäre ein Nichtquadratrest w zu p nich! 
auch Nichtquadratrest zu p°, so könnte er nur Quadratrest zu p sein. denn 
theilerfremd auch zu p* ist jedes zu p theilerfremde w. Es müfste also 
dann eine Zahl x geben, für welche 

3 ee pw 
wäre. Diese Gleichung heifst aber eben so viel als 

9 — pe, 
denn (5p“ ist immer ein ganzzahliges Vielfache von p. Also wäre nach (89.) 
ww nicht ein Nichtquadratrest, sondern ein Quadralrest zu p; gegen die Vor- 
aussetzung. Mithin sind alle Nichtquadratreste zu p auch zugleich Nrcht- 


quadratreste zu p‘, was zunächst (11.) behauptet. 


W. Für jeden Nichtquadratrest w zu z2==p“ ist nach (D.) 
DD. Wi Gz—1 = Gp°—1, 
oder. da nach ($. 81. 7.) 492 = 1p"(p—1) ist und Gp“ auch durch Gy 
ausgedrückt wird. 
9. wrTem — Gp— 1. 

Wäre nun ww» nicht ein Nechtquadratrest zu p, so mülste es ein Qua- 
dratrest zu p sein, denn /hederfremd auch zu p ist jedes zu p“ theiler- 
fremde w. Dann aber wäre nach ($. 49. 1.) 

92. 2 wer) — Gp-l. 


Dieses zur Potenz p°”' erhoben giebt 





—|ı 


93. wer erm — (Gp-+lP” = Gp-+i 


statt dafs nach (91.) "PP —=Gp—1 sein soll. Also kann vw nicht Qua- 
21 * 
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dratrest zu p sein, und folglich ist auch umgekehrt jeder Nechtquadratrest 
w zu p“ auch Nöchtquadratrest zu p; wie es ferner (I1.) behauptet. 

A. a. Die beliebige Zahl Z werde wie in ($. 96.) durch 

4 = pr -Pr-P3 Pt 

ausgedrückt. Es sei w einer der Nichtquadratreste zu p, und <p,. Als- 
dann sind nach (U. 6.) auch alle durch 
5 _ W=np-+w 
ausgedrückte Zahlen, wo n, eine ganz beliebige ganze Zahl ist, Nöchtquadraut- 





reste zu pP: 

Die in (11.) bezeichnete Gröfse P ist hier 

% P= 29:-Pr-Pr--+-Prs 

denn sie soll das Product der ersten Potenzen aller der Stammfactoren sein, 
die Z (94.) noch aufser p, enthält. Diese Gröfse P ist zu p, lheelerfremd, 
denn sie enthält den Stammfactor p, nicht. 

b. Nun setze man wellkürlich die Gleichung 

97. W= np +w (9.) = n,P-+H1, 
welche 
98. nr.P=np-+w—I 

giebt. Für diese wellkürliche Gleichung findet nach ($. 34.). weil P und 
p, theilerfremd sind (a.), für n, immer ein ganzzahliger positiver Werth 





O0 und <p, und für n, ein ganzzahliger positiver Werth >0 und <P 
Statt. Also ist 2,9, immer <FPp, und höchstens = (P—1)p,, und folglich 
ist in (95.) W höchstens —= (P—1)p,+w, mithin, da «<{p, sein soll. 
WW <—ZPp, und folglich jedenfalls 

99. W< 2; 
ym—I ei e—I e —1 


denn Z (94.) ist vermöge (96.) =Pp,..? .pı -p! .-...p,* 
c. Nun soll vermöge (97.) zugleich 
100. W=— n,p,+w und 
1011. W=m,P--1 sein. 
Aus (100.) folgt, dafs W nicht mit p, aufgeht; denn w <Zp, geht 
damit nicht auf, und aus (101.) folgt, dafs W mit keinem der Stammfactoren 
-I vonP aufgeht, die alle die übrigen Stammfactoren sind, welche Z noch 
aufser p, enthält, denn I geht mit keinem dieser Factoren auf. Also folgt 
aus (100. und 101.), dafs W mit keinem einzigen der Stammfactoren > I 
von Z aufgeht und folglich zu Z theilerfremd ist 
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d. Nun kann W kein Quadratrest zu Z sein. Denn wäre dies der 
Fall, so müfste es eine zu Z und folglich auch zu p, theilerfremde Zahl x 


geben, für welche 


102. = 6Z-+W 
wäre. Diese Gleichung zur Potenz 4(p—1) erhoben, giebt 
103. am = ($Z+- WPD — SZ Wir), 
oder. da &Z vermöge (94.) auch durch &p, ausgedrückt werden kann. 
104. . am! = &p, + Wir", 
Aber W ist Nöchtquadratrest zu p, (a.), und für alle Nichtquadrat- 
reste zu der Stammzahl p, ist nach ($. 49. 1.) 
105. WW — Gp —1: 
also wäre in (104.) 
106. af — Sp, -+-G6pn I Gmn—I. 
Nach dem allgemeinen Fermatschen Satze ($. 40.) ist aber für alle mögy- 


lichen zu p, theilerfremden Zahlen: 
107. ar — Gp-+t1; 


also kann W nicht Quadratrest zu Z sein und ist folglich nothwendig Nicht- 


quadratrest zu Z. 
e. Es giebt daher, wenn p, einer der Stammfactoren zu der beliebigen 


Zahl Z ist, immer Zahlen W >0 und <Z (99.), die durch (100. und 101.) 
oder durch (7. und 8.) ausgedrückt werden, wo w einer der Nichtquadrat- 
reste zu p, und >0 und <-p, ist, die zu p, und Z zugleich Nichtquadrat- 
reste sind; wie es (I1.) behauptet. 

Y. Anmerkung. Zu erinnern ist, dafs die Behauptungen (1.) des 
Lehrsatzes nur für den Fall nothwendig gelten, wo £, wie in (1.) voraus- 
gesetzt, irgend eine Potenz mit positivem ganzzahligen Exponenten von einer 
ungeraden Stammzahl p ist, oder, was dasselbe ist, nur den einen Stamm- 
theiler » >? hat. Denn hätte z mehrere solche Stammitheiler, oder auch nur 
den einen Stammtheiler 2, so würden diejenigen Schlüsse in (2).) und weiter, 
bei welchen vorausgesetzt wird, dafs p eine Stammzahl > sei und x nur 
diesen einen Stammtheiler haben solle, nzcht Statt finden. 


$. 98. 
Lehrsataz. 
Wenn in der Gleichung 
1. — 2 


m eine beliebige positive ganze Zahl 1 ist und man bezeichnet die zu 
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z theilerfremden Zahlen —>V und <xz, welche hier die sämmtlichen un- 
geraden Zahlen 
2. a De Fa aan 
sınd, wie immer durch z,, thre Anzahl durch pn, so ist für jedes m — | 
und für jedes z,. sei es Quadratrest oder Nichtquadratrest zu a. 
3 ze Ei; 
mit der einzigen Ausnahme der Zahl 
| 3 fr men farm —4, 
für welche 
det ei 
Nichtquadratreste zu 2—N\" giebt es übrigens immer, für 
jedes m E 
bei spiel. Es sei 
6. m=4, also 2 M— 16. 
Dann sind die zu X theilerfremden Zahlen > 0 und <z folgende: 
1. z., = 18, I 7,9, 11, Trend 15, 
und ihre Anzahl ist 
S. p2 S, also ist 42: 
Nun findet sich P— &.16-41, >’? —= St —=®.16-+1, +)’ (©. 16-9) 
G.16--81= 8.1641, r=49—=1(8.16-+1)—=G.16+1, %=—=8Tt’ 


(8.1641) = 8.1641, 11° 121° = (8.16 +9) = 6.1681 = 
8.1611, 13— 169% = (6.16 FM? — .16+81 = ©.16-41, 15* 
6.165 —1)"—=6&.16--1; der Gleichung (3.) gemäfs. 


Dafs nach (5.) 3'—=&.4—1 sei. ist offenbar. 
Die Zahlen (7.) quadrirt geben der Reihe nach 1°, 3°, 5°, 7°, 9°, 11°, 13°, 15° 
&.16--1,9,9,1,1,9,9 und I, also sind hier von den Zahlen 2, (7.) nur 
die beiden 1 und 9 Quadratreste, die übrigen 3, 5, 7, 11, 13 und 15 sind 
Vichtquadratreste. 
3jeweis. A. Dals zuerst die z, hier alle die ungeraden Zahlen (2.) 


( 


sind. ist leieht zu sehen: denn & = 2?” hat nur den einen Stammtheiler 2. 
und diesen hat keine der uneeraden Zahlen (2.):; also sind sie zunächst sämmt- 
lich zu 2==?" theilerfremd. Es giebt aber auch Aene andern z,. Denn 


andere x, könnten nur gerade Zahlen sein, und alle diese gehen mit dem 
Stammtheiler 2 von 22" auf und sind folglich zu & = ?"” nicht theilerfremd. 


B. Für n—=?2, also 3s—=2"—4, giebt es nur die beiden zu z thei- 
lerfremden Zahlen 1 und 3 >0 und <z. Die Anzahl 2 der 2, ist also 
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hier—?, folglich ist Apz==1, und 1'%° — 1!==1 erfüllt noch die Gleichung (3.): 
hingegen 3 giebt 39° —=3'=3—6z—1; gemäls (9.). 


C. Da hier z, nie etwas anderes als eine ungerade Zahl sein kann. 


so kann jedes x, für jedes m durch 
u Oo zz jdn 


/ 


ww 
iv 
nn 
= 
+ 
—— 


ausgedrückt werden ($. 10.). 
Quadrirt man die Gleichung (9.) wiederholt, so ergiebt sich, sie selbst 


hinzugeschrieben: 


[ FR RT 5 
ee inıl)? = Pın+t?.n {1 =6.T7-+1, 
10. 2 —= (6.41) = 0.426.741 GH, 
2? — (d.*721)=- 9.26. EIG FH, 


\ 


Bei jeder neuen Quadrirung kommt Gmal die zugehörige Potenz von N. 
2 mal genommen vor, und dieses Glied bestimmt die Potenz von ? zu dem 
neuen &. die also um 1 höher ist als die vorigen. Andrerseits steigt bei 
jeder Quadrirung auch der Exponent der ? in dem Exponenten von &, linker- 
hand ebenfalls um 1: also steigen die Exponenten der ? rechts und die Ex- 
ponenten der 2 in dem Exponenten von 2%, links stets um glerek viel, mithin 
beide gleichmäfsig, z. B. durch A Quadrirungen um k. Nun ist in der zweiten 


” 


Gleichung (10.) der Exponent 3 von 2 rechts um 2 gröfser als der Expo- 
nent I der 2 in dem Exponenten von 2,. Erreicht also der Exponent der 7 
rechts die Zahl m, so wird der Exponent der 2 in dem Exponenten der ? 


von %, links die Zahl m —2 erreicht haben, und folglich ist allgemein für 





jedes m 

1. dt 841. 
Aber 2” ist z selbst (1.), also giebt (11.) 

1. 10T 


D. Nach ($.81.7.) ist aber 
13 pe ey. eig 


Yym—l 


also ist 
14. Jon u 1.2 2, 
Es ist demnach, (14.) in (12.) gesetzt, 
15. Br, 


und jedes » —>1; gemälfs (3.). 


für jedes 2 


4 
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— 


4. 
K. Ausgenommen ist indessen der Fall m =N?. Für diesen gilt nur 
die erste Gleichung (10.), und diese wird auch für &, = 1 und 3 gehörig 
erfüllt; wie es sich in (D.) zeigte. 


F. Dals es zu 2 zn 


2” immer Nichtquadratreste und mindestens 
px Nchtquadratreste unter den 92 Zahlen 
($. 90. VI.) gemäfs. 


“r = 


%, >O und <2 gebe, ist 
8.99. 
Lehrsatz. 
Man bezeichne wie ın ($. 92.) das Product der sämmtlichen zu 


einer beliebigen Zahl z theilerfremden Zahlen >V und < x durch 2. 
durch p eine beliebige Stammzahl 


2 und durch e eine beliebige yanze 
positive Zahl. Alsdann »st 
I. 2=0z—1 für zı= 
= 


4, sp, su, ud 
Z=G&z-+1 für jedes andere 1. 
Dieses ist der verallgemeinerte Wilsonsche Salz ($. 48.). 
Denn für den besondern Fall e=1 in z= p* (1.) ist er es selbst. 
Beispiele. 1. 


und 3. und Z==1 


Für 24 sind die zu z Zherlerfremden Zahlen 1 


S3=3is.—=Ö&z—1; gemäls (1.). 
2. Für p=35, e=2, also = p"— 9, sind die zu 3 theilerfrem- 
den Zahlen 1, 2,4, 5, 7,8, und es ist Z==1.2.4.5.7. 
-&2—1; gemäfls (1.). 


— 2240 —= 249.9 — I 
d. Für p=3 


u %) 
Is 





— 2, also 3=2p"—=18, sind die zu 2 theiler- 
{remden Zahlen 1,5, 7, 11, 13, 17, und ihr Product Z ist = 85085 4777.18 — 1 
&2—1; gemäls (1.). 
l. Zu z= 15 sind die Zahlen 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 theilerfremd. 
und ihr Product Z ist = 89689 = 59793.15+1= &zr--1; gemäfs (2.). 
Erster Beweis. 


A. Nach ($. 92. 4. und 5.) ist Z= &2z — I. wenn 
die Anzahl » der Werthenpaare von x, die der Gleichung 


3. 2 —=: zz +1 


venuglhun, ungerade, und Z=G&xr--!, wenn n gerade ist. 
B. 


Es sei nun zuerst <==4 (1.), so ist. dieses 
verglichen. 


a — 


“> 


z mit dem ($. 94. 1.) 


4. m—). um). 
also für diesen Fall gemäfs ($. 96.5.) n = 
folelich Z= 62 — 1: 


2" =1, mithin n ungerade, und 
semäls (1.). 














NEN 
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C. Es sei zweitens z==p" (1.). so ist. dieses 3 mit dem ($. 96. 1.) 
verglichen. r m—0, ul, 


also für diesen Fall gemäls ($. 96. 3.) n— "== 1, mithin n wiederum un- 


gerade und folglich Z—= Gr — 1; gemäls (1.). 


D. Es sei drittens x = 2p° (1.), so ist. dieses z mil dem ($. 96. I 
verglichen. 6 n—1, u r- 
also für diesen Fall gemäls ($. 96. 4.) n ==" I. mithin » abermals vur- 
gerade und folelich Z= &x -1: gemäfs (1.). 

. Alle andern x als 2—=4, p" und ?2p° (1.) sind in folgenden 


Fällen beeriffen: 


a m—=0, u—=,3,4...., und für diese Fälle ist nach ($. 96. 3.) 
. nz." bo-, also n immer gerade; 
b. m I. 1=2,3,4,..... und für diese Fälle ist nach ($. 96. 4.) 
BUT, sn =N"">er, also n immer gerade; 
Ne m 2), „—=1,2%,3,..... und für diese Fälle ist nach ( $. 96. 5.) 
9... n=Y">, also n immer gerade; 


d. m>N, u=0,1,2,3,..... und für diese Fälle ist nach ($. 96. 6.) 
10. n==-2">9 oo, also n immer gerade. 
Also ist für alle andern z als z—4, p" und ?p‘, Z— Gx--1; gemäfs (2.). 


Zweiter Beweis. F. Man setze wie in ($. 95.) den allgemeinen 


Ausdruck von 2%, 5 a e, 
o. 3 : = -Pı-Pz2-P3 ----P/- 
"ür jeden Niehtquadratrest w zu z ist nach ($. 92. 7.) 
9... Sat wir:, 


Ks kommt also nur darauf an. was w:?* für die verschiedenen Zusammen- 
selzungsarten von 23 ist. 


@G. Krstlich. Es sei in (8.) 


10. m=1, u—=0, also blofs 3 — 2. 
llier giebt es nur die einzige zu % theilerfremde Zahl 2, l: also ist auch 


7-1 und folglich 
li. Z=-6z2-1 für z=?2. 


Hl. Zweitens. Es sei in (8.) 


12. an 2 .;. L= ), also 24 pi A 
Hier eiebt es nur die zwei zu 3 theilerfremden Zahlen z, = IT und 3 —V 
und z; also ist Z= 1.5 = 3—=4—1 und folglich 


13. 2 = 627 —1 für z— 4. 


C‘relle’s Journal f. d.M. Bd. XXIN. Heft 2 2) 
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I. Drittens. Es sei in (8.) 


14. a T> 2, ed, „Mb et 
Nimmt man aus den zu x theilerfremden Zahlen z, 0 und z irgend einen 
Nichtquadratrest w, deren es nach ($. 98.) immer giebt, so ist nach ($. 98. 3.) 
15. wr — Gz-1, 
also ist für 2 2” und a» >22 vemäls (9.) 
6. Z=-0&2+Gs-1 für jedes >22 in zs—=),) 
kh. WNiertens. Es sei in (8.) 
17. . ee, ze, iR uf, 
\immi man hier wieder aus den zu x theilerfremden Zahlen &, 0 und 2 


irgend ein Azchtquadratrest, deren es nach ($. 97.) immer 4yx giebt, so 
ist nach { 8.97.98.) 18. 29 en 1: 

also ist für 2==p“ gemäls (Y.) 

I9. Ze 6r--&3—1—=$r— 1 für jede Stammzahl p >? und jedes e>0 in p'. 

I. KFünftens. Es sei in (8.) 
a u, 1, ae 2 = 2 

Es giebt nach ($. 97. I.) immer zu 2° theilerfremde Zahlen w, die zu ?p 
und p“ zugleich Nichtquadratreste sind. Sie werden durch die beiden Glei- 
chungen (7. und 8. $. 97.) ausgedrückt, und da das dorlige P in ($. 97. S.). 
als das Produet der Stammtheiler, welche & noch aufser p hat, hier = ? ist, 


4 


so sind die »e in ($. 97. 8.) immer ungerade; wie es auch nothwendig ist. 


da alle zu 2p“ theilerfremden Zahlen, also auch die Nichtquadratreste, den 


Theiler 2 von p“ nicht haben können und folglich nothwendig «alle ungerade 
sein müssen. Unter den wangeraden Nichtquadratresien ww zu 2p“ giebt es 
also zemäls ($. 97. II.) solche, die zugleich Nichtquadratreste zu p® sind. 


Für diese ist dann nach (97. 5.) 


21. wer —= Gp—1. 
\un ist aber nach ($.81. 7.) 
a2. Ipop—4p'(p—1) und auch 4y(2p) = 4p\(p—1); 
also ist auch für das gegenwärlige z=?2p, 23y23—=1p"p—lL—=1yp‘, 
mithin in (21.) 23, wie — Ge —1. 


Es ist aber w eine ungerade Zahl, also ist vermöge (23.), was auch 
sein mag, &p" nolhwendig gerade, und folglich, da p° immer ungerade 


I ‚> 
2 U „ 
ist. wasauch e sein mag, © nolhwendig gerade. Es muls also in (23.) & mit 2 
aufgehen, und folglich kann statt (23.) auch geschrieben werden: 


ri - 


24 wer — G.2p—1 oder 235. Wr — G2— I. 




















7. Encyhlopädie der Zahlentheorie. $. 99. Form. 26 x 171 


Demnach ist gemäls (9.) 

26. Z — 63-62 —1= ©&z—1 auch für 2 = 2p°, für jede Stammzahl 
p>? und jedes e—>0. 

M. Nachdem bis hieher von den verschiedenen Zusammenselzunes- 
arlen von z (8.) die Fälle 
(\a—=0, m=1(@), n=?2(H), m>?(I) und 
| u, w0lH). mtl) 
durchgegangen sind, bleiben noch die beiden Fälle 

23.  u=l, m>Il und 


29, «1. m beliebig 


a7. 


übrig. Sind diese noch untersucht, so sind alle möglichen Fälle berührt. Die 
beiden Fälle (28. und 29.) lassen sich aber wie folgt zusammenfassen. 

N. Sechstens. a. Nach ($. 97. II.) giebt es immer, was auch z (®.) 
sein mag. zu x theilerfremde Zahlen ww (dort W). welche zu & (dort Z) 
und zu den Stammfactoren p, von z oder auch zu p,' zugleich Nichtquadrat- 
reste sind. Sie werden aus den Gleichungen (7. und 8. $. 97. II.) gefunden. 

b. Für eine solche Zahl ww ist, da sie Nichtquadratrest zu p,' ist. 
nach ($. 97. 3.). 

30. wir! — Gp —1. 

Da die Zahl w zu 2 theilerfremd ist. so ist sie es auch zu den an- 
dern Factoren pP: R ng Et pi“ und 2” von & (8.). und folglich ist für sie 
zugleich zufolge ($. 97. 6.). w mag Nichtquadratrest oder Quadratrest zu 
Ban 

wir. — px +1, 


34 wir: — Sp, +}, 


Br — 67” +1. 
ec. Nun ist für & (8.) gemäfs ($. 81. 7.) 


m—1 e e —|] ee —l 


‘ em! \/ \/ \ f 
32. pr. MM Pr PM pP PA pr - Um —1).... (pr —1 


und 


€ u, . 
ıypı = 3Pı (M—1). 
e e—1 : 
3ppr — 3 Pr (#—1), 
38. j li | 
19m — 4P (MD), 
1 Y Ym u N j ) ae zur Ym- 
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\us (92. und 33.) folet 


N € — | e l re’ —| ° —1 


\ Pe et er EN TI RIRR ; 





Du - Pi p Pi p“ For X D,— Lx’p,— Bi.E (Pu- IX ag pP: 

1 p2 p » ii p. p — pP: l p ui Ppı- IN P. | X ı 4 p 

e l e N e —I e E. 
1p2 Pı :Pp -Pp PL! ap! | = sei, N ap)”. 


!. Will man also aus (30. und 31.) wissen, was 0:7 


sei. worauf es 
‚an (9.) ankommt, so muls man die Gleichungen (30. und 31.). also auch die 
trölsen Sp, —1. Sp; Fr Sp; +1..... &2”+1 rechterhand in den- 
selben. der Reihe nach noch zu Potenzen erheben, deren Exponenten in (34. 


. . . 5 e e e 
rechts) diejenigen Producte sind, welche 4yp,.,. Iyps, App» »:.- Ip! 


mullipliciren. 


e. Diese Produele sind aber in den beiden noch zu untersuchenden Fällen 


(28. und 29.) immer gerade Zahlen. Denn in dem ersten Fall (28.) u = !. 
m I sind jene Producte der Reihe nach 2”, "1, "71, .... pı"(p—1) 
und 2” ist gerade, wenn m>>1 (2S.) ist; desgleichen ist pp, —1) 


gerade, weil p, ungerade, also p, —! gerade is. Im zweiten Fall (29.). 
T | und »» beliebig, enthalten alle die Producte wenigstens einen der Fac- 
Ioren 9, —1, p I. pl» .... ?,—1, und alle diese Facloren sind ge- 
rade, weil alle die p nach der Vorausselzung ungerade sind. 

Es sind demnach die Gröfsen rechterhand in (30. und 31.), um = 
zu finden, sämmtlich zu Potenzen zu erheben, deren Exponenten gerade sind. 


und daher oiebt (30. und 31.) 


wir — Gpr +1, 
07" um $p; -1. 
u. oT: zu Sp, er 
wer” — Gp“- gp 
ur ea +1: 
f. Aus (35.) folgt nun, dafs w:?’— I sowohl mit ee, als mil pP: ' 


e 


Pi»... p“ und 2”, also mit allen Factoren von z (8.) aufgehen muls. 

Und da alle diese Factoren von z& unter sich fheilerfremd sind. so mufs nach 

($. 26.) 20'”°— | auch mit & selbst aufgehen, und folglich w:*" — 1— &z oder 
36. w— &z-1 sein. 
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Dies in (9.) gesetzt giebt 
37. Z=-6$2-Gz-+-1= Gr -—-1 für u 1 und m I. und für « 
und »2 beliebige ( 28. und 29.). 
0. Zusammen hat sich also in (11. 13. 16. 19. 26. und 37.) gefunden. dal: 
35. Z=- 2-1 istfür 2 2"==4(13.), z—p‘(19.) und 2 29 (26.) 
und in: allen übrieen Fällen 
39. Z=6z- 1 (11. 16. u. 37.); wie es der Lehrsatz in (1. u. 2.) behaupte! 
P. Anmerkung. Der erste Beweis beruht insbesondere auf den 
Sätzen ($. 92. 1.. 95. und 96.). der zweite Beweis auf ($. 92. II.. 97. und 9=8.). 
$. 100. 
Lehrsatz. 
lis sei z eme beliebige ganze Zahl, die also immer durch 
L, R-— N D> p; EN N; 
ausgedrückt werden kann, wo die sämmtlichen y Stammzahlen — N 
und die e beliebige positive ganze Zahlen sind. Die zu z theilerfremden 
Fıahlen sollen wie immer durch z, bezeichnet werden, die Anzahl der- 


jenigen von ihnen, welche —V und — x sind, durch yz. die Anzahl der 
Werthenpaare von x —z. welche der Gleichung 
2. x = 63-1 


genuglhun, wie oben durch n, und die Anzahl der verschiedenen zu x 
möglichen Quadratreste durch v. Alsdann ist 
. Für jedes ı,, 


f 


3 Z, G2-—--1. oder auch 4. L., $z--1: 
wo nach ($. S1. 7.) 
| 


e e—l| e—1 e 
l 1A 


f 1 
. 2 ni 3 / f \ f m N jr ) 
I. f Z Enns - -Pı * P» > P; [BE zur P, \Pı I, \ P> a I 5 ‚Ps l j ‚Pr ® P. l, , 


nach (SS. 96. a 
(5 ) RS 29 pi aid ar m r 


6. u. me min, 

| EV, ee 
und nach ($. 94. 4.) ri u u ER 
we Se ‚a 


Zwar kann schon eine noch niedrigere als die Yvte Potenz von z, zu ı 
den Rest \ lassen, aber jedenfalls giebt diese Potenz den Rest I bis z. 

Dieses ist eine Vereinfachung oder, wenn man will, nähere Bestim- 
mung des verallgemeinerten Fermatschen Satzes ($.57.): denn dieser sagt 
blofs «dus, dafs S. 2. on Gz--1 z 


m 


nicht, dafs schon nach (3.) 2, = Öz--1 2st. 
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Il. Kine andere solche Vereinfuchung oder nähere Bestimmung des 
verallgemernerten Fermatschen Satzes besteht darın, dafs für jedes —— \. 


für welches also 4 pz kein Bruch ist und für jede zu einem solchen z theiler- 


remde Haht z „ ’ 
/ j Q, 2 $z 


ist, mil alleiniger Ausnahme 
10. der Nichtquadratreste zu „=, p' und ?p': welche 2,” — &z— I geben. 
II. Kerner ist zu bemerken, dafs für „= \", p' und Ip“ nur ein 
einziges Paar der 2, >V und <x quadrirt zu z den Rest \ läfst, so dafs 
n—— I 2st, Hingegen zu allen andern N giebt es mehrere und we- 
nigstens 2 solcher Werthenpaare und n ist also —1. 
Beispiel zu I. Indem ersten Beispiel zu ($. 94.) ist 2180, n—4, 


v—6 und 9248. Eine der zu x theilerfremden Zahlen x, ist 77: also soll 
nach (3.) 77? er 6.180--1 sein. Es ist, wie aus ($. 94. 23.) zu sehen. 
77 &2-- 169; 169° oder 77°= &z--121; 121° oder 77’=G&z--6b1, fole- 


lich 7777". 77= (62 -61)(62 +12 1)= &s-+61.1911=&z+ 7351 - 
62--1: eemäls (3.). Jedoch kann auch schon eine niedrigere als die ?v— 1te 


Potenz eines 2,, &2--1 geben. Z.B. z,= 55 giebt nach ($. 94. 23.) 
53 S2--109, und schon 53= &zr-- 149° giebt Gz-H1. Für 2, —=71 
(8.9 l. 23.) ıstl sogar schon 2, (x . l. 

In dem vierten Beispiel zu ($. 94.) ist z—= 120, n=S, vr = und 
(2% ‚2. Eine der zu z theilerfremden Zahlen z, ist 17; also soll nach 


(3. und 4.) 17? 172-110 -—-1 sein. Es ist 17?=259I —= Gz--49 
und 17—= &zr--49 — $Gz + 201 = &z-1; gemäls (2). Aber 2, =11 


y 
ojebt schon 2, I2l=&z-1. 


„# 


Zu Il. und IIl. Die z, mit ihren Quadratresten » und die 92 sind: 


Ä 


Für 2 4: 2,=1L93: r=Ll; PA 2.4921; 
(* I23 40674 J)11 12131416 1718 19 21 22 
Kür 2 ) D=ffir | - DETET 24 er IY 1921 614241116 9 
P s—+. :20, 392 =10; 
(2: "+5 W233 77, 
Für a 2 8 172373 55 
N 3.2=0, 492 =35; 
z, [3:5 91139 171923235 77, 
Für 2 we LS TRTF ET I TE TEE EP TU 
Ipx- 2,6=1?,' Jor==b6; 
2, —1 7111317192329, 
Für : ) 119 11919 119 1, 


4 
I 
-_ 
Sn 
w 
u 
ww 
u 
Du 
TEE 
ax 
24 
! 
| 


2.4=—=8, 492 =—=4. 
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Der Nichtquadratrest 3 zu z=4 (11.) giebt 3" — 33 Gr —1; 


der Guadratrest \ dagegen giebt 17°— &z--1; gemäfs (9. und 10.). Ferner ist 
die Anzahl » der Paare von , welche 2—=6&z--1 geben. I; gemäfs (II! 
Der Nichtquadratrest 7 zu z=25 (12.) giebt 7:7 — 7" — 4) 
(23 — 1)’ — &2r—1; der Quadratrest 11 dagegen giebt 11" — 121’— (Gr —+) 
:&2— 104 = &6r—(—1)= ©&r--l; gemäls (9. und 10.). Die Anzahl 
der Paare von x, welche 2 —= &z--1 geben, ist = 1; gemäfs (I11.). 


- 


Der Nichtquadratrest 5 zu = 18 (13.) giebt Y— P— 1) — Gr —1: 
der Quadratrest 7 dagegen giebt ’—343 —&z--1: gemäfs (9. und 10.). Die 
Anzahl » der Paare von x, welche 2 = &2--1 geben, ist — 1; gemäfs (II.) 

Der Nichtquadr.atrest 3 zuz=—?S (14.) giebt 37° — 3'— Y7’— (Gr— 1)" 
62--1 und der Quadratrest 9 giebt ebenfalls 9’ — 3— Ge. I; gemäfs (9. u. 10.) 
Die Anzahl n der Paare von x, welche 2’ — $2--1 re ist hier ==?; gemäfs ( III. ). 

Der Nichtquadratrest 7 zu z—=30(15.) giebt 77’ —7—4Y’—(Gz -19) 

- &r--361= $z-1 und der Quadratrest 1) ua ebenfalls 19°— 361° 
$2--1)’—=&z--1; gemäfs (9. und 10.). Die Anzahl n der Paare von «, 
welche 2=&2--1 geben, ist hier wieder = ?; gemäfs (II.). 

Beweis von |. A Nach ($. 94. 7.) ist für jeden beliebigen Ouu- 
dratrest r zu z, also für jedes r, welches der Gleichung 
16. 2, = Özr-+r genugthut, 
pz 
1 er. Br 1, 
oder auch, da nach ($. 94. 4.) 
8: ge = Tai, 
19. A ar l. 
B. Nimmt man nun von (16.) die F - -te oder die vte Potenz, so ergiebt sich 


— 





y: p: 
20. -r"" oder 21. 9 = dsHtr; 
und dieses gilt für jedes z,. Also ist, wenn man (17. u. 19.) in (18. u. 21.) setzt. 
9% 
2. = 6r-+1 oder 23. = Öz-1; 
semäls (3. und 4.) im Lehrsatz. 


Beweis von Il. ©. Die zu x theilerfremden Zahlen x, sind ent- 


weder Quadratreste oder Nichtquadratreste zu 2. 
a. Es bezeichne Erstlich r die Quadratreste zu den z,, so giebt 
24. = 67 


alle Quadratreste r zu z, wenn man x, alle seine Werthe durchlaufen läfst. 


1 


25. — P- ee 62% N y:P° 


’ i 


Nimmt man nun von (24.) die }ozte Potenz, so ergiebt sich 











176 7. Eneyklopädie der Zahlentheorie. $. 100. Form. 26 — 38. 


\ach dem veralleemeinerlen Fermatschen Lehrsatze ($.87.) ist aber für jedes z_.: 


26. si — 3 --1, also ist in (25.) 
27. S$z-- Pr" — Gz--1, und daraus folei 
28. re — Gt: 
also ıst. erstlich. fur jedes z2,==r, welches ein Quadreatresi zu 2 ist. o4ne 
alle Ausnahme, 29, Ba ERBE PER I 
Y 


b. Es bezeichne Zawertfens ı= die Nichtquadratreste zu 2%. 80 ist nach 


BU. nF er ee 
\un ıst nach (8.99. 1. und ?.) 
3a. L, SG —Il für 2 2, p und 2p" und 





32 # —= 62 --1 T[ür jedes andere 2; also isl in (30.) 
33 GG -wW’—&2:—I1 für z=?7', »° und 2», und 
34. Gz-- w S2--1 für jedes andere 2. 

Daraus folet für die 2, ww, welche Nichtquadratreste zu 2 sind. 
32. 2:9 Gz—1 für zs=7, p und ?2p° und 
30 2:0 S2..-1 für Jedes andere =. 


c. Es folgt also zusammengenommen aus (29. 35. und 36.). dafs für 


alle zu z theilerfremden Zahlen £.. 


Y 
le Gz--1 
ist. mil alleiniger Ausnahme der Aschtquadratreste zu 2", p und Ip", 
welche nach (39.) 2: ($2— 1 geben: gemäls 1. 
Beweis von Ill. 2. a. Danach (3.) für jedes z, ohne alle Ausnahme 
Y > 
3. 2, = Wr--1. 
nach (35. )J aber für die Nöch/quadratreste zu 2)", p' und p“ nicht >: Gr —1, 
sondern 2°’ 62 —1 und also erst 37°— 62 --L ist, so kann für diese Azcht- 


yuadrafreste au 22, p‘ und ?p“ in (38.) n macht gröfser als 1 sein. 
». Für alle andern z, zu jedem beliebigen x ist dagegen nach (29. u. 36.) 


$ 
2 2-1: also ist für alle diese 2, in (38.) n wenzystens =): gemäls (111. ). 
R x 2 . . . “il Ted 
\nm. #. Diejenigen z,. von welchen kerne niedrigere als die ?r— Fön 
« / Rn 


Poienz zu z den Rest I läfst, sind für beliebrge Zahlen z nichts anders als das was 


me gen 


für NSrammzahlen in (8. 57.) Hauptstammwurzeln genannt worden ist. Die an- 
dern 2, sind Stammwurzeln für wedrigere Exponenten 4 als ?r, wenn jedesmal 
keine niedrigere als die Ate Potenz von 2, zu den Rest I läfst. Hieraus eröffne! 
sich eine Theorie der Stammwurzeln für belzebrge Zahlen 2, als eine Erweiterung 
der obigen Theorie ($. 57. ele.) für NStammzahlen. Sie bleibt der Folge vor- 


behalten ( Die Fortsetzung folgt.) 





nn 











EEG 











8. Eisenstein, Applications de P Algebre a P Arithmetigque transcendante. 177 


S. 


Applications de l’Algebre a lArıthmetique 
transcendante. 


(Par Mr. G. Eisenstein a Berlin.) 


Kianı propose deux equations algebriques queleonques,. on pourra en &liminer 
la quanlit& inconnue x de deux manieres dilferentes. soit en mettant dans la 
seconde ä la place de x sa valeur liree de la premiere. soit en mettant dans 
la premiere ä la place de x sa valeur tirce de la seconde, sans changer 
essentiellement le resultat de l’elimination. Nous ferons voir dans ce qui suil 
que les lois de reeiprocite pour les residus quadratiques, cubiques et biqua- 
dratiques, (theoremes si celebres tant par la difficulte de leur demonstration. 
jue par l’assiduite avec laquelle les plus grands geometres s’en sont occupes) 
ne sont aulre chose que l'interpretation arithmelique du simple fait algebrique 
dont nous venons de parler. Ainsi par exemple, en posant sin e—.r, si 
l’on designe par p et yg deux nombres premiers impairs (reel) et par 2 — +a. 


. ‚ . sinpv 
cv — + resp. les ensembles des racines des deux dquations Er 
Er sın v 
sınqv re ) -&sidus d 49-1) Kp—1) 2... les 
== 0, nous verrons que les residus de p etg suivant les modules 

sın v 


g, p dependent resp. des deux expressions /I(P —«) et II(«' 





{ 5°), ou la 
multiplication se rapporte a toutes les valeurs de « et de 5; il existe des 
resultats analogues pour les rösidus cubiques et biquadratiques. La methode 
qui nous conduira ä ces resultals est tres simple, elle traite d’une maniere 
parfaitement symmetrique les deux nombres a comparer, et conserve dans les 
demonstrations l’analogie qui existe entre les theoremes qui se rapportent aux 
residus des differentes puissances. Au reste on peut considerer ce que nous 
allons exposer comme les premiers elements d’une nouvelle doctrine ou l’on 
renvoie les questions arithmetiques a l’algebre et a l’analyse, de maniere qu’alors 
toutes les difficultes se reduisent a celles qu’oflre le caleul. J’entre en matiere 


en commengant par les residus quadratiques. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. < 
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5,: 3, 
Residus quadratiques. 
Kianl donne un nombre premier impair (reel et positif) p, on peut 
toujours concevoir un systeme de residus pour le module » *) distribue en deux 


»roupes tels, que les termes qui composent le deuxieme groupe sont Oopposes & 





ceux du premier; nous represenlerons les termes gencraux de ces deux groupes 


par z el par —r; on pourra p. e. prendre pour # les nombres 1, 2, 3,....4(p—1) 


et pour —r les nombres — I, — 2, — 3, .... —3(p—1). Cela pose, si l’on 
multiplie tous les # par un enlier queleonque 4 non divisible par p, les residus 
des produits 47 se trouveront en partie parmi les # et en parti parmi les — r. 
En posanl, selon ces deux cas que nous venons de distinguer, 
ou gr r ou gr = —r' (mod. p), 
de sorle que r’ se lrouve toujours parmi les r, on aura respeclivement: 
.. qrW . vo . qr@ . rw 
sin = sin ——,,;, OU sin — —= — sin——., 
p p A 'L 
ot Fon a fait pour abreger == 27. On aura done dans tous les cas 
‘ır@ 
SI — 
its y 
gr r. (mod. p). 
j I 
sin —- 
p 


Subsliluant dans celte expression de r toutes ses 4(p—I) valeurs et multipliant 
entre elles toutes les expressions que cela donne. on obliendra. en observan! 


encore que tous les r’ eoineident avec tous les r: 


II sın sa \ sın > iur ! 
„UP Ir ie ee ee (mod. p). 
.. uw“ i ro 2 
II sın sin — 
p p 


lonc, si l’on divise les deux membres de celle congruence par //r, ce qui 
ost permis, //r n’6lant pas divisible par le module p, on aura 

\sin 1, / 

1), Den al (mod. .p). 
sın 
Kr 
Gelte formule exprime le caractere quadralique de g par rapport a p. Sup- 

posant maintenani que q soit aussi un nombre premier impair, le caractere quadra- 
'ique de p par rapporl a gq sera exprime d’une maniere analogue par la formule 


*) a llexelusion de celui des termes d’un ‚tel systeme. qui est un multiple du mo- 
Jule; ce qu’on suppose toujours tacitement. 
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\ ..Ppow 
sın —— 
i VER 4 4 
(2.) BZEUN !- 5.) (mod. 4). 
5 0 
/ sin —— 
Ä 7) 
( la multiplication se rapportanl ao) qui est expression generale d’une suite dı 
nombres qui joints aux — 9 composent un sysleme de residus pour le module g. 
II ne s’agit done que de comparer entre eux les deux caracleres qua- 
dratiques a droite dans les formules (1.) et (2.). Si Fon fait sine 7321 


quantiles 
sinpw sinqe 
en P euid 


sin ® ! sin® 


seront des fonelions entieres de x resp. des degres p — I ei g— 1; de plus 


nt Brise: ı .. 0% , , Ä 
: Si S —u. 6 ho) >. _ , In 6 » ru [} ’ f « 2 4 

en posant sın - e, sın a /?,; les racines de l’equation P = 0 seron 
designees par +« et celles de löqualion O=UV par +7. Üela etant, le 


deuxieme membre de la formule (1.) sera &quivalent au produit des valeurs 
que prend l’expression Q en y mellant pour . toutes les valeurs de «, et de 
meme on obliendra le deuxieme membre de la formule (2.) en mettant dans 
P pour x toutes les valeurs de ?, et faisant le produit des expressions qu 


en resultent. Or on a 
(— 1 ):(p—) 


P=—= ——-- //T(e- 0°). d _— 


Yp-l 


/ Ylg—l 
S : um Er II x? — 72? 


)g—! 
dar! 


done il viendra 
‘ (n—1 ß ? I\ 
8) Er = UCIMe— P°) (mod. pP), 


(4) pt = CHIP —ao?) (mod. 9). 


ou chaque valeur de « doit @tre combinee avec chaque valeur de 9. (est 
(—f )3(p—1) (gl) 


h 


une constanle qui se trouve &lre C Maintenant le nombre 


pl) (gt) 


AS 20 m uf PER ; N } ° Ya #) rQ FI / N 
des @« est =4(p— 1), et le nombre des 5 est =4(g— 1). par consequent le 
nombre des combinaisons « et 5 sera = 4(p—1)4(g—1). d’oü enfin on tire 


UK — D) — (—/| PD EU IT? — 0?) 
r / N J’ 
Cette derniere equalion comparce avec (3.) el (4.) donne immediatement la 
loi de reeiprocite pour les residus quadraliques. Si l’on veut eviter la con- 
stante Ü, il faut se servir des tangentes au lieu des sinus. 
S. 2. 
Residus biquadratiques. 


Les residus biquadratiques peuvent etre traites d’une maniere absolumen! 


semblable. Les fonetions ellipliques,. ou plütot celle espece particuliere de 


23* 














ISO 8. Eisenstein, Applieations de ! Algebre a U Arithmetique transcendante. | 


Ionetions elliptiques qui se rapportent a la lemniscate, jouent ici le röle des 
sinus; il faut done dire d’abord quelques mois sur ces fonctions. 
Nous designerons par x = sin amd la fonclion de v qui salisfait a l’equation 


differentielle 
dx —= dv.yY(1— ı*), 


et qui en meme temps s’evanouit avec ®. Cette fonction est periodique de deux ma- 


1 Kl u ; ; 
nieres: enellet en posant —=4/ — laser): 
J y{ 27 


‚ona sin am(v—kw) = sin amv, 
/; etant un enlier complexe quelconque de la forme a+bi, ou a et b sont 
des entiers reels. Une autre propriele de celte fonction est exprimee par 
sinam?v — 2sinamv, 

propriete tres-imporlante pour notre recherche et qui se deduit immediatement 
de lequation differentielle, en observant que celle-ci ne varie pas par le change- 
men! simultane de x en 2x et dev en 2v. On sait en outre par les recherches 
d’Abel et de Mr. Jacob: *) que sin am (#--v) peut etre exprime algebriquement 
par sinama et sinam®o, el surtout, qu’en prenant pour »a un enlier complexe 
impair, on peut reduire sinammnv a une fonction rationelle de sin ame. 

Soit m==a--d2 un nombre premier complexe impair; soit la norme 
de an, c’est a dire lentier reel et positif «’--b’, —p=— N(m); on pourra 
\oujours partager un systeme de residus pour le module m, qui contient p — | 
ermes A l’exelusion de celui qui est divisible par le module, en quatre groupes, 
de maniere que les lermes du 2", 3°"" et 4°" groupe se deduisent de ceux 
Ju premier en mullipliant ceux de celui-ci par ö, par —1, et par —? re- 
speclivement. Nous designerons indefiniment les termes de ces quatre groupes 
par, or, r, —ir resp. Multipliant alors tous les x par un entier complexe 
queleonque rn non divisible par en, les residus des produits nr se lrouveront 
en parlie parmi les r, en partie parmi les ?”, —r, ou —ır. Soit selon ces 
quatre cas quil y a a dislinguer, 

nr = r, ir, —r, —ır', (mod. m), 

ou r’ se trouve parmi les m. Cela pose, on aura selon les quatre cas 


e nr 
sın am — 
m . e 
— 1,4, —I, u 7 
sın am — 
m 





*) Voir p. e. le 24, 3me et 4'"* volume de ce journal. Il parait que Mr. Gauss 
etait deja a la lin du dernier siecle en possession des pricipaux ihecor&mes sur ces fonctions ; | 
en effet dans ses disq. arithm. il a promis un ouvrage etendu sur ces fonctions, mais 
ıl parait (que les circonstances et d’autres travaux l’ont empäche d’executer son projet. 
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on aura done dans tous les cas 


: nr@ 
sin am - 
ZU ITER j m 
hi (mod. m). 
sin am 
m 


d’ou, en observant que tous les r’ coincident avec tous les r, et que /Ir n’es! 
point divisible par »n, on tire 


. nv 
sın am 
m 


(1) „= m er 7 | (mod. m). 


. ? 
sın am — 
m 


le signe /T s’etendant a tous les ”. Supposant que n, ainsi que an, soit un 
nombre premier complexe impair et que le systeme de residus pour le mo- 
dule nr soit aussi distribue en quatre groupes tels que leurs termes generaux 


sont representes par 0. ?0. —0. —?0o,. on aura d’une maniere analosue 
y 9 \ De, \ = 
i MO 
\ sın am > 
\ —.. n ” 
(2) m = UIe———), (mod.n), 
i En) 
sın am >— \ 
N 


y etant la norme de n et la multiplication se rapportant a toutes les valeurs de u 
Nous avons deja remarque qu'on peut exprimer sinammv et par con- 
. sinammv i 
sequent aussi — „Par une fonclion rationelle de sinam®. Il existe entre 
le numerateur et le denomiteur de cette fonction rationelle, qui sont du degre 
p— 1, une relation remarquable qui depend du residu de m par rapport au 


> 


module 242%. Cette relation se reduit a sa plus simple forme si l’on 





suppose m primaire, c'est ä dire =1 (mod. 2--22); dans ce cas la valeur 
sın am mv px) 
de ———— — prend la forme { x elant = sinamv et y(x) une 


sinamı ar :3 
x 


fonction enliere de & du degre p— 1. En eflet, supposant la fraction 


DK 


reduite a sa plus simple expression et le co6fficient de la plus haute puissance 
dans le numerateur egal a l’unile, ce qui est permis, si l’on fait 


sinamme gr) 
sinamvo  p(a)? 
. A) u le u. 
expression Y=x vr) qui sevanouit avec x, satisfera a l’equation dilferen- 
dy md ax 


d’oü l’on voit que tous les exposants des dilfe- 





tielle 


var) Mir sr)’ 
rentes puissances dans p(.r) et dans w(x) sont des multiples de quafre; posani 
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v 5, olı 1 designe un entier indetermine, T’equation differentielle 
) 2 
e Hdn 
jue nous venons deerire se chaneera par cette subslitution en 2 
| ri -TL 
mds w dn en 
- et on pourra disposer de « de maniere que ii 
yvıi-nt) L- 
1 
’ we Eau E 
(‘elle derniere equalion sera done satisfaite par lintegrale 7) — "5 — Ro el 
'w(- | 
comme il est facile de voir que celle-ci, reduite a la forme jug- I 


ze 


\ 
doit coineider avec lintegrale y qui satisfait a la meme &qualtion difförentielle. 
on pourra, a une unile complexe pres, egaler entre eux separement les nume- 
raleurs et les denominateurs des deux integrales dont il s’agit. Cela donne 


| a ) ’ 
’x rl ) v etant un entier reel. Pour en determiner la valeur. 
kn 


uffira de donner a v une valeur parlieulier e. Posanl p.e. v=4w, on 
1 l m „. 1/ \ f 1) bl; 
rouvera X sinam}®=1 et sinam4(mw) =————— —=?"; or pour une 
| p f ( N } 
valeur primaire de m on a sinam4 (mw) == +1 (Tome II. Page 111 de ce journal) 
e Er sinammv (x) 
el par suite ® I, done on a definitivement — — F 


- -. pour une 
sın amv oh i 
ie: «Fr 


valeur priimaire de m; ce qu'il s’agissait de prouver. 


Si done on suppose que zn et n tous les deux soient = I (mod. ? -- 27). 
el qu’on fasse 
sin am 298 © p(x) sinamno f(#) 
sinamo 5% snamo EEUT 
gi) ze EN, 
ar“ R" 
ro - 0W ' 
sin am— = «a, sinam P, 
m N 
les racines de l’equalion Y(x) = OÖ seront donnees par te, +2c, et celles 
de Fequation f(x Od par +, +?P, de sorte qu’on peut ecrire 
in amm® Ilıx* — at) sinamnv I(a* — B*) 
sin am v JIlı—a*ax*)’ sinamoe - Ht— tr) 


De la et des deux formules (1.) et (2.) on tire 


(3. n’ = HAB: - (mod. m). 
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II(5+—.ea*) 
Ili1—.a* 3*) 


ou il faut combiner chaque valeur de « avec chaque valeur de %. Le nombr: 


(4) mV 


(mod. n), 


de ces combinaisons etanl 4(» — 1)4(g— 1), la seule inspeclion des formul 
(3.) et (4.) suffit pour en conclure immediatement le theoreme fondamental suı 
les residus biquadraliques, 
6 3, 
Remarques. 

Pour demontrer la loi de reeiprocite relative aux residus cubiques. 
in’ y a qu’a meltre a la place de l’equation differentielle de —= duy(1— ." 
celle-ei de =dvy(1l— x’) ou celle-ci dx = dvy(a(1— x°)): et au lieu de 
prendre des nombres complexes de la forme a-—-bi, il n’y a qu’a considerer des 
nombres qui se composent des racines de l’equation ”--T-- == 0; au reste la 
marche de la demonstralion est parfaitement! analogue A celle que nous venons 
de suivre pour les residus biquadratiques. Par cette raison et comme nous 
croyons avoir expose clairement l’esprit de notre melhode, nous remellons 
a une autre occasion l’examen plus detaille et les recherches ulterieures que 
nous avons entreprises sur ces applications de l’algebre a l’arithmetique. Nous 
traiterons alors surtout des residus de puissances superieures. dont les Ihneo- 
remes fondamenltaux dependent de l’elimination de plusieurs variables entre 
trois ou un plus grand nombre d’equations algebriques. 

li se pourrait qu’on napprouvät pas lusage des fonctions eireulaires 
el ellipliques dans les raisonnement arithmeliques; mais il y a a observer que 


ces fonclions n’y enirent que d’une maniere pour ainsi dire symbolique, «| 





quüil serait possible de les en chasser completement sans detruire la substanc« 
et le fond des demonstralions. Pour faire voir cela relativement aux residus 
quadraliques, reprenons la congruence g) = ( II(e'— 7°) (mod. p), oü 
toutes les lettres doivent avoir la meme signification que dans le $. 1. Üelte 
(ormule donnant le characlere quadralique de g par rapport a p, tout depend 
essentiellement du signe du second membre. Si done on met ä la place des 
« et des 5 d’autres quanlitös «'‘, /' soumises a la seule condition que «— 7° 
ail toujours le meme signe que @« — 5’, le produit CIT(e”— 2°) exprimera 
ioujours par son signe le caractere de g. Nous sommes done conduils a ce 
Ihcoreme remarquable: 


„Si l’on construit une courbe fermee quelconque, mais symmelrique 


„par rapport a deux axes perpendiculaires, de sorte qu’elle ait quatre parties 
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„eongrus, dont les ordonnees vont en augmentant dans le premier quart: qu’on 
„divise alors la eirconference de cette courbe en p et en g parties egales et 
„qu'on designe par « el par P resp. les ordonn&es positives qui correspondent 
„a ces deux divisions, je dis que 9 sera ou ne sera pas residu quadratique 
„de p selon que le produit (— 1)? 079 IT (a — 3?) — IT(P?’— a?) pour lequel 
„chaque valeur de @ est a combiner avec chaque valeur de ?, aura le signe 
„plus ou le signe moens.” 

Ce theoreme, dont la loi de r&ciproeite est une consequence immediate. 
peut se demontrer d’une maniere purement arithmetique. Il existe quelque 
chose d’analogue mais plus compliquee pour les residus cubiques et biquadra- 
liques. et on peut dire que pour la demonstration des lois de reciprocite qui 
s’y rapportent,. on n’a nullement besoin de la formule de multiplication des 
fonelions elliptiques. Cependant il ne parait pas toujours preferable d’eviter 
dans les recherches arithmeliques les fonelions analytiques, surtout quand on 
voit a posteriori qu’elles n’entrent pas essentiellement dans les demonstrations 


el qwelles servent seulement a fixer les idees et a abreger les conelusions. 
Berlin. 13. Fevrier 1545. 
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9. 


Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme. 
(Von Herrn Dr. phil. Heine zu Beılin.) 


D:: Potential eines an seiner Oberfläche willkürlich mit Masse beleeten 
Ellipsoides läfst sich, wenn es für alle Puncte der Oberfläche gegeben ist, für 
jeden innerhalb liegenden Punet durch eine Methode finden, welche der sanz 
ähnlich ist. die ich bei der Behandlung der ähnlichen Frage für das Rotations- 
Ellipsoid angewandt habe. Die genannte Aufgabe führt auf dieselbe partiell: 
Differentialgleichung und auf dieselben Bedingungen, wie diejenigen über den von 
der Zeit unabhängigen Wärmezustand eines Ellipsoides, dessen Oberfläche in einer 
willkürlich gegebenen. von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird, und 
ist also durch die Lae’sche Abhandlung im 4ten Bande des Liourslle'schen 
Journals schon gelöset: aber die Form des dort gefundenen Endresultats forder! 
zu weiteren Untersuchungen über den Gegenstand auf. In der That ist das 
Bildungsgesetz der dort mit E bezeichneten Functionen so complieirt, dafs man 
aus demselben nicht leicht wird erkennen können, wie sie sich durch die 
üblichen mathematischen Zeichen ausdrücken lassen, indem man. um die E zu 
erhalten. eine Buchstabengleichung auflösen mufs, deren Grad wächst, je mehr 
Glieder man in der Reihe berechnen will, welche den gesuchten Wärme- 
zustand darstellt: eine Gleichung, die aufserdem noch nicht fertig aufgestelli 
ist. sondern erst durch Substitution gebildet werden mufs. Endlich hat man 
noch die gefundenen Wurzeln in gewisse, gleichfalls erst zu bildende Polynome 
zu substituiren. Es scheint mir daher die gegenwärtige Arbeit nicht überflüssie. 
durch die ich die Aufgabe von der Lösung fertig gebildeter Systeme linearer 
Gleichungen abhängig mache, deren Determinanten nicht verschwinden: so daf- 
man also durch den Gebrauch des Zeichens für die Determinanten die Unbe- 
liannten vollständig entwickeln kann. und zwar durch eine endliche Anzahl 
von Operationen, wenn man eine endliche Zahl von Gliedern in dem Ausdruck 
berechnen will. welcher den gesuchten Wärmezustand oder das Potential dar- 
stell. Die Gröfsen. aus denen die Determinanten zu bilden sind, stellen sich 


als Doppel-Integrale dar, hangen, wie man leicht sieht, genau mit denen zu- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 24 
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sammen, welche Jacob: *) betrachtet hat, und lassen sich, ohne eine andere 
Transcendente als 7 ausführen **). Was sich aus meinen Betrachtungen für 
die E ergiebt, habe ich an verschiedenen Stellen der Abhandlung angegeben: 


es schien mir nicht zweckmäfsig, dieselben unberücksichtigt zu lassen, indem 





sie viele Untersuchunsen deutlicher und kürzer machen. Da ich es für zweck- 





mäfsig hielt, Manches zu erwähnen, was nicht gradezu zur Lösung der Aufgabe 
gehört, so habe ich die einzelnen Paragraphen mit kurzen Inhalts- Angaben 
versehen, in denen jedesmal nur die unmittelbar zur Sache gehörigen Entwick- 


lungen aneezeiet sind. 


8. 1. 
vo 


Pr o?:V o? | ’ 
[ransformation der Differentialgleichung — ++ % =0 und der Bedingung 
; OX oOYy“ 0%” RT 


für die Oberfläche des Ellipsoides. 

Nimmt man auf die Bedingung Rücksicht, dafs für die Oberfläche des 
Kllipsoides des Potential gegeben ist, so sieht man leicht, dafs die gewöhn- 
lichen rechtwinkligen Coordinaten ©, y, &, welche den Hauptachsen des ge- 
gebenen Ellipsoides parallel genommen werden. mit andern zu vertauschen 
sind. Selzt man 


0,0, 
2 0c0s6, cosd —= —2, 
, be 
/(o? — b?\yıb? — o? 
wo . v'o 3" )y\d 0,) 
v (0 — b’)sin® cosp. sind cosp = ——- FU 
| Y\ / / by(e? —b?) 
| f $ er v(c? — o?)y(ce?—o?) 
> y(o°— e’)sin®sing. sindsnpg —= — LE En 


ey(ce? — 5?) 


do 





v(o?— b?)y(o? — ce?) ? 


“ 


d 4 ZESHREREIEB 


“ 


2 do, 
© J v(e!—b:) v(ce®— o?) . 
J 


v(b?2 — o%) Y(c? — 0?) 
so werden die beiden Bedingungen, dafs der gesuchte Wärmezustand oder das 
Potential V der Differentialgleichung 
o:V/ , 0:V | o:V 

2 


N 2 ni . | N 
or? co} O2 


(13 


*) Gegenw. Journal Bd. XV, in: De evolutione expressionis etc. 


‘*) M. vergl. dazu die Formeln im gegenw. Journal Bd. XXVI. p. 85. 
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senügen,. und sich, wenn 
2° >* 
‘ \ en 23 Zi 202 25 Be N 
(2 ) 0? | o? —_hir I 0? u 
(wo o, die halbe Hauptachse des gegebenen Ellipsoides bezeichnet, 5 und « 
seine Eccentrieitäten, so dafs @, > y(e} — b*) > y(o} — ec”) ist), in eine gege- 


bene Function von x, y, x verwandeln soll, in folgende umgeändert. Es soll F 
der partiellen Differentialgleichung 


| ar. ; O2 V 92V 

‘ /n? 3, I 2 2, C 2 2\ 

(3.) (0, 7) 5 1 (0 0,) je” (0" — 0! ET5 0 
senügen und für 0 = 9, sich in eine gegebene Funclion von 9 und g ver- 
wandeln. oder auch von o, und o,, also z.B. für E =o, 


(4.) = F(o, 0.) = f(0, y) sein. 
Etwas Weileres über diese Substitutionen und Transformationen hinzuzuselizen. 


würde überflüssige sein. da sie von Lame ausführlich behandelt worden sind. 


$. 2. 
Fundamental-Formeln. 
Bekanntlich läfst sich V als Function der beiden Veränderlichen # und 
y immer. und zwar immer nur auf eine Art, in eine Reihe von der Form 
V=-A+Ä,+ ...+&,- 


entwickeln. deren allgemeines Glied Ä, der Differentialgleichung 


(si a) 
oAsıl atzr er > 
er E_ TER 1 gie N)A, 0 genüg!l 
—, | 4 —— —1 -N)A, genügl. 
sın d ou sın?d 0 Y 2 ' ) 
Da für e=@,. V in f(0,y) übergehen mufs, so ist auch klar, dafs wenn man 
„> \ x Pa | 0 
f(. 9 = AN... +. - 
setzt. wo Ä/) derselben Differentialgleichung wie X, genügt, dafs dann auch 
A, — Ä,) ist für o0—=e,. Endlich ist der Ausdruck von X) durch f(9, y 
bekannt, indem man 


ro 2n+1 f”. "27 ; . 
A, = er / 00'sine f P,leosy]f(0. 0‘) 
j u 0 
hat*). wo zur Abkürzung 
cosy — 089 c0s d' -- sind sind’ cos(p — y‘) 
sesetzt ist. Der Ausdruck von ÄX,. in so fern es Function von ® und ist. 


*) Hinsichtlich der hier gebrauchten und nicht erklärten Bezeichnungen, so wie 
einiger hier benutzten Formeln, verweise ich auf meine Abhandlung: Uber einige Auf- 
saben ete. im gegenw. Journal Bd. AAVI, 


24* 
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hat die Form 


A, = E (%,meosmy--),sinmp)P,ml[cos]. 


it 


wo die z und 4 von 9 und , aber nicht von oe unabhängige Gröfsen be- 
zeichnen. Die hier aufgestellten Sätze, deren Beweise bekannt sind, lassen 
sich leicht auf die Coordinaten 0, und 9, übertragen, wenn man nur, um die 
allgemeine Form von Ä/, in den neuen Coordinaten anzugeben, die P, „ durch 
bestimmte Integrale ausdrückt. Setzt man wie gewöhnlich Y—I =: und ver- 
steht unter 7/7 Das, was Gau/s damit bezeichnet, so hat man: 


Irg-m Illn+- m) II(ln—m) f” En 
P, .„[cos®] Br ir) Prag cos d- sind cos!" cosm wdıy. 


0 


Hieraus sieht man sogleich, dafs auch Folgendes die allgemeine Form von A, ist: 


X, 


1 a2rı 

\ * 2) l . . - . 

ruf, ‚cos d-- 2sindcosg cos w --@sin Osin p sin ıp}” cosan w dw 
-— o 


ı MI 


RER | ‚cos -;- 2sind cos p cos y -- 2sin dsin psin w}" sinn wydın . 


0 


Gehn wir nun von den 6 und auf die o, und o, über. so haben wir 


0, 
Pi: 
folgende Reihe von Sätzen. 

„Das gesuchte Potential (oder der Wärmezustand) V läfst sich als 
Kunelion der beiden Veränderlichen o, und o, in eine Reihe von der Form 


Er +3 NE 


An 


entwickeln, deren allgemeines Glied A‘, der Differentialgleichung 


Mr 0?’A, 0?NX, vw an { 
(9. ) de: Q8? ar nn 1)\o,; x 0), =V—) genügt. 
1 2 


Da für o—=o,, Vin f(0, y) = Fe,,0;) übergehen mufs, so ist auch 


N 
klar. dafs. wenn man 


(6) f&,p) = Feo,o) = HHN+... - +I+.... 


) 


seizt. wo A? derselben Differentialgleichung (5.) wie A‘, genügt, dafs dann 


für o—=o, auch A,„= Ä)) sein wird. Ferner ist 


_ ”() In +1 j . . ‚27 , « 
Ka 5, rg / 00sind’ f P,„[eosy] f{9.y’‘) og’. 
4 2 “ 
wo zur Abkürzune 


/ 2 j ‘ 4 

’ v(o — b?) y(b?--.o?) 

- sin 0’ 605’, UL ZA, 
f by(e—b?) 


N, 0, 0} | 


=, cos 
(9.) 5 


yo 
’ cos 


—- sin d° sin p'. —— — 


gesetzt ist. Der Ausdruck von A. insofern es Function von o, und o; ist, 
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hat die Form 


mZzn 
z + GL, T / 8 7” | 
(9.) Ä, = >? Hei. AR (01, 0:) m Anm n n.m (01- 02 9 
m == 
wo 
I „his 0,) — 
27 (9,0, , «Yo! —b?) y(b? —.o;) Mr) Ver —) N" 
/ 0205 ı re 2 2 ——c05% 1.57 2 = siny, .cosmuw du 
be by(e?—b?) N ey(e? — bh?) 
0 
(10.)? j4 \ 
| W n,m 0, ’ 05) 
2 1,3 2 2 . ./7.0 2 7 
70,0, |, Ye —b?) V(b? —E;) ‚ue—ze)net—o) on" si 
2 157 cosw--2 — Ä sinw, .sinmı du 
I be byie:— bh?) ey(e?—b?) 


ist und die z und A von o, und o,, nicht aber von o unabhängig sind. Es war 
überflüssig, in dem Symbol U oder W auf das Zeichen der Quadratwurzeln 
auf der rechten Seite Rücksicht zu nehmen, da für das Folgende keine Zwei- 
deutiekeit daraus erwächst. 

Aus diesen Formeln ersieht man, dafs, wenn m gerade ist, U, „ keine Irraliona- 
lität enthält, sondern W,, „ die irrationale Gröfse y(e'-o? )y(c’-o?) y(o?-b*)] 0 


n,m 


.„ und 


2 / 


ist »» ungerade. so enthält U,,„ die Irrationalität y(o®— b’) y(b’— 
W,,„ in demselben Falle y(e — o?)y(e—e?). Ferner Pe sich auch U und 
W, als Product der darin vorkommenden irrationalen Gröfse, immer in einen 
rationalen Ausdruck darstellen lassen (z. B. also U,amyı, als Produet von 
y(o} — db’) y(d’— 0°), in einen rationalen Ausdruck), welcher letztere nur ge- 
rade oder nur ungerade Potenzen von o, und 9, enthält, je nachdem n — m 
gerade oder ungerade ist. Hierin erkennt man sogleich die acht Gruppen von 
Gliedern, die sich in den Zame’schen Formeln herausstellen. von denen jede 
einen partiellen Wärmezustand darstellt; vier Gruppen werden nur U, vier 
nur W enthalten; viere nur gerade m, viere nur ungerade »n; viere gerade 
n— m, die andern ungerade n — m. 


Wenn A’, für einen der Werthe von 0, verschwindet, während o, beliebig bleibt. 
so verschwindet es für jeden Werth von o,. 


Dadurch, dafs »n alle Werthe O0, 1, 2, .... n erhält und W,,, ver- 
schwindet, bekommt der allgemeine Ausdruck von X, im Ganzen In--1 


willkürliche Constanten. Eine von der unsrigen verschiedene Form von Ä,,. 
d. h. der Function, welche der Gleichung (5.) genügt und nach 0,6,. 
‚(eg —b’) y(b’— eo). yle*—e7)y(ce*—o?) rational und vom Grade n ist, hat 
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Lame seoeben. nämlich: 


ut r l 


r 2 . { h \ 
A, 2 > In.m Bann (01) . (0:)- 


Die 4 bezeichnen von o, und 0, unabhängige, willkürliche Constanten, die E 


oewisse Funelionen. von deren Eigenschaften ich hier nur hervorheben will. 


dals E, „(o,) eine ganze ralionale Function von 9,, Y(o® —b°) und Y(e —o?) 


isi. und E,„(0,) von @,,. y(d#°—0;) und y(c?—o}), und zwar vom Grade n. 
Bezeichnet ferner B,,, einen unbekannten Zahlenwerth, so genügt E,,. (0,) der 


Gleichung 
d@E,n(e, ee | 
de = (B,m —n(n-+1)o!)E,n (01) 
” 
und E,,o,) der Gleichung 
d?E,„m(0, \.a Mr F 
7 — (n(n--1)e,} —B,n)Eum (02). 


Stellt $/(e,. 9) eine Function zweier Veränderlichen o, und o, vor 
(es mag sich 0, in den Grenzen halten, welche es in unserer Aufgabe ein- 


schränken. oder auch nicht), welche sich in eine Reihe von der Form‘ 
+1 


In.m E n,m (0, } W. (0;) 


m 


U .ıd 1 
/ Yı9 V2 


EM. 


m l 


entwickeln lälst, so kann man den Zahlencoöffieienten g,,„ leicht bestimmen. 
In der Thal. bezeichnet man die vier Theile, aus welchen & unter der Vor- 


ausselzune über seine Form bestehen mufs,. von denen der eine rational nach 


o, ist, der zweite nach go, und y(e! — 5°), der dritte nach o, und y(e* — eo?) 
der vierte endlich nach o, und Y(oi — 6°) ve — 0’), der Reihe nach durch 


“2473 


p,»', pP’, pp“, und die E entsprechend durch E‘, E“, E‘, E", stellt 


A dd “ dä “ 


ferner « einen der Indices 1. 2, 3. 4 vor. so hat man 


; 


m—?’n-I 


© (u) Bi ni sd 
p“ 0, 02) f Re Inm!$ f 0,) F (O 


An.,m\KE n,m\Y2)» 


wo die Summation auf alle »» auszudehnen ist, welche dem E, „ den Character 
ıı geben. Aus den von Lame gegebenen Sätzen sieht man sogleich, dafs der 


“ 


Werth des mit E,,„(0,) Pr m (95) multiplieirten Factors y 


n,m 


44) & a do 
«> fi 4 f u. EEE * WER 
/ / Yı»Pr) Eis Pı) ge 2 a0 
L; 
1 


v(E 





te EB fi a8... 0n? 
} b ıyıc 0, ) 
Unm > yo STERN) ——— 
ai ‚2 do 
AR 3) a. ART ame. . 
u v(o, —b?) y(c?—.o?) 


sein wird, also vollständig bestimmt, wenn die Form der Functionen & und 7 ge- 
reben ist. In dem Ausdruck von g,,, ist o, als Constante zu betrachten: es 
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wird danach nicht integrirt; so dafs man folgenden Satz hat. „Ist die Form der 
Funclion 7 gegeben, nebst ? (e,, 03) für einen besonderen Werth von o,, der aber 
/,„(@,) nicht gleich Null macht, so läfst sich daraus (0, 0,) immer, und immeı 
nur auf eine Art, für jedes o, angeben.” Für den besondern Fall, dals #, (o, 
— E,„(0,) und dafs der gegebene Werth von &(o,. o,) Null ist, hat man hieraus 


m=?In-+I 
Folgendes: „Es kann = 9,„E,m(0)E,,m (0) nur dann für einen bestimmten 
m=() 
Werth o, und für jeden Werth von o, verschwinden, wenn für jedes m, 9, 0 


ist.” Der Summen - Ausdruck in diesem Satze ist nichts anders. als der allvemeine 
Ausdruck von Ä, bei Lame. Gehen wir auf unsere Form derselben Funelion 
zurück, so wird der eben bewiesene Satz sich so aussprechen lassen: „Soll 


nn 


ur .. r x 4 " r \ Bi . . N; 
An 2 1%,m Unm(ı5 02) Anm Wnm(01, 02)! für ein bestimmtes go, und für 


a 
jedes o, verschwinden, so müssen alle z und A gleich O sein.” Aus diesem 
Satz folgt unmittelbar der andere: „Man kann nicht zwei verschiedene Funclio- 
nen X, angeben, welche für ein bestimmtes o, sich in dieselbe Funelion von 
o, verwandeln.” 

Anmerkung. Es ist klar, dafs man ebenso wenig zwei verschiedene 
Functionen A, angeben kann, die der Gleichung 


ni £ 6) As 
6) (sin 0 — ) a 
= er ig I) A 0 
"ER see "ir" eine a: ST Se _t (N -—- \ A, 
sind 00 s sin? d op? \ | / 1 


venügen, ganz und rational und vom Grade n sind nach cos®. sind cos. 
sin®sing, und die sich z. B. für 0= 6, in eine segebene Function von y 


, 


z. B. in F'(y) verwandeln. Denn die allgemeine Formel eines solchen X, ist 
nzan 


A, = 2 12,m60smp--4, „sinmgt P, „[c0s#]. 


nz 





Man hat also die Gleichung 
I 2, meosmap--4, „ sinm y} P, „|cos6,] = F'\ $), 
m) 
folglich 
1 


vIrı 
ae en u N nn 
TR z.P., m [eos 8,1: F (P) cosm p dy ) 
l ) 


N 


” 





1 ‚er Y \ . 
Fn,m „ m gr [cos G,] / F (Y)sin m f dy ) 
0 


für m—=0 die Hälfte der rechten Seite genommen. 
In diesem Falle kann man demnach angeben, wie X, beschaffen sein 
mufs, damit es sich für 0 — 9, in F(y) verwandele, und es ist klar, dafs nur 
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€ P, „[eos 0] Yrr ” | mn >: [cos 0] 27 
A: . / F(go)dgo+— EZ Mm 7 F(y')cosm(p—y’) de’ 
| 2a P,,.[cos 6,1, Fr f in Pan [cos 0 14 F / " (F f / Iy 


ml 
ein solches A, sein wird, welches für d—=6,, F'(y) giebt. Verlangt man 
aber, dafs sich A, für 0 = eo, in eine gegebene Function von o, verwandeln 
soll, so ist, wie wir so eben gesehen haben, die Aufgabe zwar bestimmt, er- 
fordert aber, wie sich später zeigen wird, die Auflösung eines Systems linearer 


(leichuneen. 


S. 4. 
Die Aufeabe, die Function dreier Veränderlichen F so zu bestimmen, dafs sie der 
serebenen Differentialgleichung genügt und sich für 0 = o, in eine gegebene Function 
zweier Veränderlichen verwandelt, wird auf die zurückgeführt, eine Function zu finden, 
die einer Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Veränderlichen genügt und sich 
für o= o, in eine gegebene Function einer Veränderlichen verwandelt. 
nz % 


Setzt man in (3.) für V seinen Werth & X,. wo X 


n =( 


die schon im 


n 


Vorhergehenden betrachtete ganze rationale Function nten Grades von 0,0. 


(0 —b’)y(b— E35). yle—or)y(e'—e;,) ist, die der Gleichung (5.) genügt. 
so hat man zunächst, da 0 —e, = (oe) —0o})-- (oe —o?) ist, 
Pi. U Me 5 us a). DEN 
— 0,9, u (Y, —P;) 0 (eo - oe?) oe u 3") ee VD. 
oder. wenn man vermittels (5.) reduecirt: 
SZ ward er n(n--1)(eT —o‘) X, 13 


Ich behaupte, dafs diese Gleichung auch ohne das Summenzeichen bestehen 


mufs. so dafs man für jedes n 


O?Ä, o0’A, i a — 
(11.) — tt — n(n--l)(0o? —0)X, = 0 
N&? r Ei \ L i 
hal. In der That. setzt man 
a > 0°: A, ar . 
—n(n-+-1)oeX,—Y, und En n(n+)e® A, —=Z,, 
| 5 | 


so wird. wenn die Gleichung (5.) dadurch auf OÖ gebracht wird, dafs man Z, 
für A, darin setzt (dafs Z, zur Classe der A, gehört), auch Y,--Z, zur 
Classe der A, gehören. da Y,, zu ihrer Classe gehört, indem letztere Func- 
tion durch Subtraclion aus zwei Theilen zusammengeselzt ist, von denen der 


eine A, selbst multiplieirt in eine Constante ist (denn g ist in Bezug auf o, 


und _, constant), die andre A, nach einer von 0, und @, unabhängigen Gröfse 
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differentiirt. Es mufs dann nach bekannten Sätzen, wenn I (Y,--Z, 0 
n=U) 


ist, auch Y,„+Z, für sich verschwinden. Dafs aber Z, zu den A, gehöre. 


n 


sieht man leicht durch Hülfe der E: aber auch durch ganz directe Methoden 
Es ist nämlich 


0:ÄX oA , (0° Ä,) 
a —— nn -- 1) —ı—, 
oE£, OE, f ( €. 
o0:Z, DE. ; ; ‚0°X, 
7- = 737,7; rnin-1)o! —— . 
(eK: OEI OE, ! _E De 
2 1 2 2 
also 
R 0?:Z,. 0? Zn 
(12.) — + +n(n+1)(e? - RYAN, 
JE, CE, 
0A, C : X, n(n | 0? (0\ An)} 
FE og | da: u 
; | Ba 0? X, ! „ 0° 1% \.2 ‚) 
f — ei ef ME iin > \ f Bd ı 
nn) ia TG - 9) rrln--l)eile: 03) A,, 
1 
: N 0?:(0,.Ä, 
Die letzte Parenthese, gehörig reducirt, giebt —n(n--1) —?—", folelich 
l 
wird die rechte Seite von (12.): 
0? \o 2 A, I 0 ı - T, ! I 4 5) y\ \ 
Jelde T ge Tran A 0 


- also V zu bestimmen, hat man die Ä, zu suchen (es ist nämlich 


= = X. .). d. h. solche Gröfsen, welche 
ER ’ m —=?2n-tl 
fr die Frm A= > g9,„E,,n(0ı)E,m(g;) haben, oder, was das- 


md 
nn 


selbe ist, X, — 2 %,,m Un,m(Oı5 02) Anm W nm (013 02)}, wo die 9, #, 4 Func- 


m) 
lionen von 0, nicht von o, und o, sind, 
B) welche der Gleichung (11.) genügen, 
C) welche für o=o, sich in die Gröfsen Ä,) verwandeln, d.h. in die 
durch (7.) gegebenen Ausdrücke. Da o, in (11.) nicht vorkommt, so kann 


man diese Veränderliche bei den Bedingungen (B) und (EC) als constant be- 
trachten. so dafs auch in (C) A), als Function nur einer Veränderlichen o, auftritt. 





Da die A’) zur Classe der Ä/, gehören, so wird man dieselben auf die Form 
m In-+1 


Fr So & n = i \ 
Ä, — a #3; E, m (0,) Em (02) 


== uU 


oder auf die Form 


”( Tr \ 
A n a >> ig, m I nm ’ 13 &) Nm AR (0, ’ 0,)} 


( 0 | 


m =\ 


gebracht sich vorstellen können, wo die f, 9, A als gegeben anzunehmen sind. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3, 25 
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8. 2. 





Die Potential- Aufgabe wird durch die Bedingungen vollständig bestimmt. 


Um zu bestimmen, wie o in g,, vorkommen mufs, damit 
na 2 l 
A Eee ra 0 0,)E,... (0: 
auch die Bedingung (B) des $.4. erfülle, setze ich diesen Ausdruck für X 


ın (11.) und erhalte 


i Ei d? du d?E,.n(0,) | } 
= E v I 0,) | ( 2 n'n-1)\(lo:—o°)c FE () — {) 
ei Siy de: In, der PER 9 I um Eun,m sy ’ 
oder. nach der Definitionsgleichung von E,„(e,) in $. 3., 
. a r | a 4 d? In.m - 
= E,„(0)E.n (0) HB, — an HN) Yang = 0. 
d? (J / ) . v . » 
Da (B,„—n(n--1)o’)g,, eine Constante in Bezug auf o, und 


o, ist. so kann nach dem Lehrsatz in $. 3. die obige Gleichung nicht anders 


bestehen. als wenn man für jedes m, 


d? Un.m l 2Y 
m 1 (B,„—n(n-1)o’)g,. — 0 
de? y% 
hal. Ein partieulaires Integral dieser Gleichung ist offenbar E,,„(e)., d.h. eine 
vanze rationale Function von e, y{e?— 8°), Ye? —c?), und vom Grade n. Aus 


durch die Abelschen 


n,.m 


K,,. kann man aber ein anderes particulaires Integral F 


Untersuchungen *) ableiten. Man erhält nämlich 


5. le de 
FE... (0) o 
> IEn.m (0)! ? 
‚m N 


F,„(0) 


Bezeichnen also d,, und e,, willkürliche Constanten, so wird 


7 


— I h 
(13.) A, ZE %,nErmlO)+ CE nFan(OtE,n (0) E.n (0) 


den Bedingungen (4) und (3) in $. 4. genügen. Bestimmt man nun die 
b und e so. dafs 
14)  bumEun(o)+CnmFanlo) = fan: 

so wird. wenn man diese Werthe in (13.) substituirt, X, alle drei Bedingun- 
ven erfüllen. Aus (14.) kann aber 5 und e auf unendlich viele Arten ge- 
funden werden. und dennoch kann es nur ein Potential veben. so dafs hier 
ein Widerspruch zu entstehen scheint. 

Ehe ich denselben aufzulösen versuche. will ich bemerken. dafs daraus. 
dafs das Potential endlich sein muls. für das Potential des äufsern Puncts 


*) Gegenw. Journal Bd. II. ,„‚Uber einige bestimmte Integrale.” 
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folet. dafs alle 5 verschwinden müssen, so dafs (14.) 
ER Oo, ) 


ojebt. weshalb diese Aufgabe durch die Formel 


n — 


n.m 


' i ni = m en l f F,n (0) F ’ 
- —— ng oe "re = n,m (O0) n.m O; e 
aa ve F er 0, ) din, Vl/ 
»elösel wird. Wie die f,„ durch die gegebene Function f{@, F'(o0,.0 


ausoedrückt werden können. kann man bei Lame sehen: es wird überflüssie 


sein. länger bei dieser Aufsabe zu verweilen, die nach Dem. was hier oesae! 


_ 


ist. als welöset anzusehen ist, sobald die E bekannt sind. 

(sehen wir zur Aufgabe des innern Punctes zurück. die wir jetzt als 
Wärme- Aufoabe betrachten wollen, da sich Das, was im Foleenden darüber 
oesaot werden soll. unter dieser Geslalt am anschaulichsten darstellen zu lassen 
scheint. Es sei hier sogleich bemerkt. dafs man nur dann einen Wärmezustand 
erhält. welcher unserer Aufgabe entspricht, wenn alle e gleich Null gesetzt wer- 


den: sind diee von Null verschieden. so ist V = YA, noch immer ein Wärme- 


zustand. der aber dadurch hervorgebracht wird, dais zwei confocale Ellipsoiden 
in willkürlich gegebenen, von der Zeit unabhängigen Temperaluren erhalten 
werden. Bei der Aufgabe, welche der unsrigen im Falle der Kugel und eines 
solchen Rotations-Ellipsoides entspricht, dessen kleinste Achsen die gleichen sind. 
sieht man. dafs das Potential für jeden Punet im Innern des Körpers (also auch 
für den Mittelpunet) endlich sein mufs, sogleich daraus. dals die Gruppe von will- 
kürlichen Constanten, welche dort unserem e entspricht, verschwinden mulfs. 
so dafs die 5 entsprechende Gruppe bestimmt ist, während sich für die andere 
(rallung von Rotations-Ellipsoiden, so wie für die dreiachsigen, nicht auf die- 
selbe Art das oben ausgesprochene Resultat beweisen läfst. 

So lange man sich mit Wärme- Aufgaben in Bezug auf die Kugel be- 
schäftigte. konnte demnach die Bestimmung der Constanten keine Schwierigkeit 
dadurch hervorrufen, dafs man eine zu erofse Anzahl derselben gehabt hätte. 
d. h. mehr als Bestimmungsgleichungen vorhanden sind; eine solche konnte 
erst entstehen, als man zu allgemeineren Untersuchungen übereine. so dafs 
Lame der erste war. der sie aufzulösen versuchte. Was dieser im $. XT\ 
seiner Abhandlung saet, um zu zeigen, dafs das von ihm aufgestellte Integral 


der partiellen Differentialrechnung (3.) allgemein genug sei *)., scheint mir nicht 


*) Aınsi la serie (27.), dans laquelle E est une fonction rationelle, entiere et du 


degre n, de y(o® — 5b?) et y(o®—c?), comprend, comme cela devait elre, celle (26. ) 


( - ” 
+ ) X 
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senügend. indem man in der That ein alleemeineres Integral der dort unter 
der Nummer (30.) aufgeführten Differentialgleichung (bei uns ist dies die Glei- 
chung für g,,„) als E,,„ nehmen kann, ohne dafs die Formel aufhört, den rich- 
iigen Werth für den Grenzfall (die Kugel) zu geben, wenn man im Übrigen 
wie JLame verfährt. Es geschieht dies z. B., wenn man annimmt, dafs F,, 
noch in dem Ausdruck vorkommt, sei es in Constanten multiplieirt, oder in 
sewisse Gröfsen, die mit der Differenz der Haupt- Achsen verschwinden. (Es 
wird nämlich F,,„(g), mit wachsendem o, unendlich klein werden.) 

In dem unmittelbar Vorhergehenden habe ich angenommen. wie es 
Fame t{hut, dafs der Grenzlall des Ellipsoides, wenn die Excentricitäten noch 
immer 5 und e sind, aber die grolse Achse unendlich wird, eine Kugel sei. 
Dafs aber das Ellipsoid auch in solchem Falle nicht mit einer Kugel verwech- 
selt werden dürfe, sieht man leicht, wenn man Das berücksichtigt, was 
am Ende dieses Paragraphs über den Zusammenhang der Wärmezustände bei 
confocalen Ellipsoiden gesagt ist; woraus hervorgehn würde, dafs, anstatt 
den Wärmezustand eines Ellipsoides zu berechnen, dessen Oberfläche in einer 
serebenen Temperatur erhalten wird, es nur nöthig sei, eine gewisse Ver- 
theilune auf eine Oberfläche einer Kugel mit beliebirem Radius anzunehmen 
und den Punet dann als in dieser Kugel liegend zu betrachten. Dies steht 
aber mit den Formeln, welche man direct ableiten kann, im Widerspruch. An- 
drerseils ist auch nicht klar, (und ich möchte nicht glauben, dafs dieses der 


n 


Fall sei), dals man für o=x, E,,(e) mit 0" vertauschen könne. 


n N 


Sollte auch endlich Das, was Lame hier gesagt hat, bewiesen sein, so 
ist daraus noch immer nicht Alar, warum die Gruppe e aus der Auflösung 
verschwinden müsse: die Wärme- Aufgabe ist gelöset, wenn die Anhäufung von 
er var 


. . 2" 
Wärme in jedem Puncle, d.h. —— 
oa: | Ort ! 92: 


„ verschwindet, und die Tem- 
peratur an der Oberfläche die gegebene ist; ein Zustand des Gleichgewichts 
der Temperaturen kann nichts anders verlangen. Kann man auf mehrere Arten 
die Bedingungen erfüllen, so giebt es verschiedene Zustände des Gleichgewichts. 
Da es aber nur einen Zustand des Gleichgewichts geben kann, so müssen 
die Bedingungen ausreichen. 

Aus diesem Grunde ist auch Das ungenügend, was ich in meiner eben 
erwähnten Abhandlung p. 185 gesagt habe; das dort gegebene Resultat ist 


relative a la sphere; ce qui n’aurait plus lieu, si l’on prenait pour E une integrale plus 
oenerale de lequation (30.). 


_ 





Te 
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freilich ebenso wie Lame’s richtig; es hälte aber gezeigt werden müssen. 
dafs nicht nur die Reihe convergirt, sondern dafs sie divergirt, wenn man die 
P mit den Q auf irgend eine noch frei gelassene Art verbindet. Man kann 
aber in der That, unbeschadet der Convergenz, wenigstens in den ersten Glie- 
dern der Reihe, eine solche Verbindung eintreten lassen, dafs das dort Gesapte 
oleichfalls noch einer Ergänzung bedarf. Da Das, was dort noch hinzugefüg! 
werden mufs, nicht wesentlich von Dem verschieden ist, was ich in diesem 
Paragraphen auseinanderselzen werde, ja sogar sich noch einfacher darthun 
läfst, als der ähnliche Umstand bei den dreiachsigen Ellipsoiden. so wird es 
hinreichen, wenn ich nur die letztere Gattung von Körpern betrachte, ohne 
auf den besondern Fall der Rotations-Ellipsoiden zurückzukommen. 

Man denke sich, dafs ein Ellipsoid, für welches oo‘ ist. während 
die Excentricitäten d und ce bleiben (es sei 0°<o,), aus dem gegebnen, für 
welches 0 = o, ist, geschnitten sei. Wird nun die Fläche, für welche o = o’ ist, 
in einer willkürlich gegebenen Temperatur erhalten, z. B. 9/0,,0,). so ent- 
steht die Aufgabe, den von der Zeit unabhängigen Wärmezustand V’ dieses 
von zwei confocalen Ellipsoiden begrenzten Körpers zu finden, welcher an 
den Flächen, in denen g=g, oder ge =‘ ist, in den Temperaturen F'(o,,0;) 
oder resp. %(o,., g,) erhalten wird. Entwickelt man 9(o,,0,), wie oben F'o,. v,). 


nach den mit X, bezeichneten Functionen, setzt also 
x 
I gı ° 0; nn: > A, “ 
n =) 


wo A, für A, in (5.) gesetzt, die linke Seite auf O bringt, so ist X; durch 
die Function # gegeben. Setzt man dann 


m = In+t1 
ie < AL n z \ n \ 
A, Er — E Be (0,)Eun (0,) 
et 
n = % 
und wie oben V’= I X,. so wird X, wiederum durch (13.) zeeeben. 
AU } i 


während die 5 und e nicht nur durch 


(143 2...) +e.F.(e) = bie; 
sondern auch durch 

(15.) dumEnm(O) + EumFrm(o) = Fam 
verbunden sind. Hierdurch sind alle b und ec vollständig bestimmt, und man 
sieht, dafs 5 und e alle möglichen Werthe annehmen können, wenn man für 
$ und F' verschiedene Functionen setzt. Es wird also, wenn man 


mzn 


A, er = ib, m E, „am (0)- B 2 Cm N, (0) E,. m \ 0) E, m (02) 


m=() 
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setzt. wo die 5 und e beliebive Zahlen sind. V= 8 A, immer ein solcher 
BU 
Wärmezustand sein. der sich nicht verändert, wenn man ein Ellipsoid. für 
h . | 
welches »o o, ist. in der Temperatur 1 
P >" 'b, R Bi . 0 ‚) £. u. 0 E m (Oı E, (0,, 


d 


und ein anderes für das oo‘, wo 0’ beliebig ist. aber kleiner als o,. in eineı 
Temperatur 
a = 'b 2 E. 0‘) u; Me En oE (o, 

erhält. Läfst man nun o0°—e werden, so wird die Wärme im gegebenen 
Ellipsoid unverändert bleiben, wenn man seine Oberfläche und de Ellipse für 
die o’ == e in willkürlichen Temperaturen erhält; man hat also einen Zustand 
des Gleichgewichts im ganzen Ellipsoid, ohne dafs die e,„ verschwinden. Diese: 
Zustand ist jedoch von dem verschieden, welchen unsere Aufgabe erfordert, da 
bei derselben die Wärme in der Ellipse, für welche 0°==e ist, wieder auf- 
voewandt werden mufs. um andern Puneten Wärme mitzutheilen. im Falle der 
zwei Ellipsoide aber (oder des Ellipsoides und der Ellipse) dieser Ellipse eine 
beliebiee Wärmemenge von den umliegenden Puncten mitgetheilt werden darf. 
da dieselbe, wenn sie die Temperatur der Ellipse erhöhen sollte, nach der 
Natur der Aufgabe wieder entfernt werden muls. Der ganze Unterschied zwi- 


schen den beiden Aufeaben. die wir hier betrachten. kann also nur darin be- 





stehen. dals der Wärmezuwachs für unsern Fall in allen Puncten, von o 


i) 
bis o c, letztere Puncte noch eingeschlossen, Null sein mufs, dafs hinseeen 
im andern Falle die Anhäufune von Wärme von 0 ==o, bis 0 ==c excl. 
verschwinden mufs. für o () selbst aber von Null verschieden sein kann. 


Die durch die Einwirkung der umgebenden Puncle im Puncte z, y, x her- 
voreebrachte Anhäufung von Wärme ist, wenn Ä einen constanten, von der Naluı 
des Mittels ele. abhängigen Werth bezeichnet, in einer unendlich kleinen Zeit Ö 7. 


Bi f i , o? V o?V Oo: V 
kKoxzcoyczct _- — 


ox? oy: '‘ 032? 


Soll sie für alle Punele verschwinden. so mufs man 
o:V/ „ 9°V co? V 


(1.) SENT Lo 
o2* '‘ oy” 0%? 
haben. Transformirt man nun ©, Yy, z& in ©. 0,. ©. So erhält man für 
) i ) F 2 W/ 
.. - a - = nicht den Ausdruck. welcher auf der linken Seite von 
(3.) steht. sondern diesen noch dividirt durch (go —o?)(e’—o? 070: 


Kann man nun gleich diesen Factor im allgemeinen weglassen. und erhält so (3.). 
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so wird doch für einzelne Puncte der Nenner verschwinden. Es kann nämlich 


#°— 0: nicht verschwinden und 0° —o} ist Null, wenn 0, = @& ==b ist. Dals 


für diesen Fall der in Rede stehende Ausdruck noch Null ist. läfst sich ebenso 


zeigen. wie ich beweisen werde, dafs er für 0° — e?=—0 verschwindet, wenn 


alle €, Null werden: es wird ferner klar werden. dafs wenn die ec, in der 


n.m * 


Lösung bleiben, der Ausdruck nicht verschwindet. Soll 0° — o' () sein. 
so ist dies nur für die Puncte möglich, für welche o und 9, beide gleich «© 
sind, so dafs nur für die Puncle eine Schwierigkeit entsteht, für welche og = © 
ist; was auch mit Dem übereinstimmt, was wir auf physicalischem Wege fan- 
den. Für den Fall der zwei Ellipsoide können die e,„ in der Lösung enl- 


halten sein, da für den Fall 9 —o°=-0 der obige Ausdruck des Wärme- 


( 
zuwachses nicht mehr zu verschwinden braucht. Endlich sei noch bemerkt. 
dafs wenn man o und o, einen unendlich kleinen Zuwachs © für den Fall giebt. 
ın welchem sie einander gleich, also beide gleich © sind, dafs dann, wenn @® 
positiv ist, og in 0--@, dagegen o, in 0, —@® übergeht, indem e das Minimum von 


o und das Maximum von o. ist. 


Y N 


Aus $. 4. ersieht man. dafs wir nur zu beweisen haben, es seı 


7 =), wenn 0=0, = ec ist, wo man zur Abkürzung 
# () 
\ wi 
DR, OA ER - 
+ =—-n(n-+-1)(e —o)A, = A 


oOa: |! 90: 


vesetzt hat. Es wird sich zeieen. dafs wenn man in dieser Gleichung X, 


E,.n(0,)E,„(e) macht, dafs dann -„_ ——, wirklich verschwindet; dafs es dage- 
e NL, ı.,.m\N / y) D 0 


% 


gen nicht verschwindet, wenn man A,—=E,,„(e,)F,.(g) setzt. Läfst man die 


Indices » und »» weg und wählt den Buchstaben Z, um E oder F zu be- 


zeichnen, so hat man 


\ o°:L(o). - En . oZ(o z a is u 

( 16.) - (e--B) 0°—C) + — ) Pe) -(B—n' n--| 0 )Z o)=V. 
de co 

Setzt man für o in diese Gleichung o--@® und berücksichtigt der Kürze 


wegen nicht alle 5 vorkommende Potenzen von ®, sondern nur die Ole und 


die Ite. so wird: 


o?:L(o Ha), , oZLloo) r R A Zen 
(DE —) + —-— og Re? — a —D)--(Bn(n-+-1)o’)Z(e- ® 
co co 

h 37 \ ' 
5)? *Z(o-+ i oZ(0o+9),..2 nr Vol 
o,- 5 Ar) ”) (40° — YXb’--0)o)- aan (60°—-a’—b’)— In(n--1)Z/o (. 


Nun ist 0 —o?, wenn man o--@ statt o und 9, —@ slalt o, setzt und daraul 


N - ac ? t{@ 
0 o, macht, 0— 0? — 40, 





\ 
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also für o 0, ist ———, die Grenze von 
7 DU 
% wi 
ei | \nm, ,0?Z(o+o) o’E(o—o)) 
| 9 U NEE ee) nn 
| ‘.) .—>XNs a‘ idE \Y, co! 0) 00: \ 
r4 a) 
" zu Mu oLl(o+o) EB oE(e—#)) 
re ” a Mi 2 BR re U OTURESRE 2 a 
60 a — 6b’) ;E(o 50 Z’o) er 


{ / ( rn) r, / ! u / a} oc 
ın(n--1);E(0)Z(e+@)— Z(e)E@ — @)\ 


für o==e und © == (0. Man findet dieses sogleich, wenn man statt X, . wie es hier 


(0,)Z 


ın N 


oeschehen ist. E, 


nt,.m 


o) setzt und die linke Seite von (16.) für den Augen- 
blick =y%(o) macht. Es wird dann offenbar A=E, „(0,) x (0) —E,.„(0)(0\)- 


d.h. die Grenze des Ausdrucks (17.). Setzt man darin © =0,. so wird 
derselbe offenbar, wenn Z=E ist,’ als Differenz zweier gleichen Gröfsen. 
für jedes o, also auch für e= ec verschwinden; was zu beweisen war. 
Ist Z=F, so ist bekanntlich 

u : i0y u; o?’E(o) 

K(o) er —fI 0, der au 7% 
es verschwindet also in (17.) der mit 40°’—2(d’--c’)e multiplicirte Theil. 
und ebenso auch der Factor von In/n--1). Dagegen wird 

oF/o) cE/e) : 


» (0) u __— F 0 sp — K. 
O ®; 


[a7 


woK eine von 0 verschiedene Constante ist; also wird der Factor von 60° — «—b' 


. k u r i 2 
in (17.) gleich | ——— „ mithin für o = e unendlich. Da nun X. 


a 1 5! a a 

wenn auch nicht immer een Glied von der Form E(e,)Z(o), so doch eine 
Summe von solchen Gliedern ist. von welchen jedes noch mit E(o,) und 
einer Constante multiplieirt ist, so sieht man, dafs bei unserer Aufgabe die F 
nicht vorkommen können, also die ce, „ verschwinden müssen. Es wird demnach 
b En.m(O,) 
ö a tr a 

(18.) V = = f -E,n (0) I 


} 
nm E 7 in,m Yı) 
U -n,m (£ 0) 


oder 


4 
i 
en.m\\Y 27° 


In dem Falle, auf welchen sich die Gleichung (15.) bezieht, ist 


l n v p) j) n / } rn / » n \ » n j N 
< l 4 ) U Ü nn, Fu,m 0‘ ae fm I nm‘ QoAtFnm(Q lm En,m(09) — nm EC 0‘ Iı 


Bu \ Oo ) F n,m (e'‘) Eu F„n(0, ) Bm 0) 


% 


I 


In dem folgenden Paragraph werde ich die hier gegebne Lösung der 


Aufeabe (1S.) in einer andern Form mittheilen: zch werde den Bedin- 
gungen (A). (B). (U) des $. 4. noch die hinzufügen, dafs die X. 
nach o und o, symmetrisch sein müssen, (denn dieses drückt vollkommen 











en ea nen 
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aus, dafs V nur die E, keine F enthält) und dann den Factor o 0 
im Nenner vernachlässigen können. 

Aus (18.) geht hervor, dafs man, anstatt die Oberlläche eine 
benen Ellipsoides in einer gegebenen Temperatur zu erhalten, ein ihm conf: 
cales eröfseres oder kleineres in einer gewissen Temperatur an der Oberfläch« 
erhalten kann. ohne dafs der Wärmezustand der Punele. welche beidemal in 
nere sind. verändert wird. 

In der That. wenn die Temperatur für 0 = 0 


2 2 Falle 


i.P1 


ist. so wird diejenige für einen beliebigen innern Punct o. o,. 0, durch (18.) 


auseedrückt. Dieselbe Formel findet sieh aber auch. wenn man dre Oben 


läche. für welche o =o ist, in einer Temperatur erhält. welche durch 
l Sy gp Enmle) j 
Ef Beten) Erml0ı) Eun(E 
auseedrückt wird. 
Ist die gegebene Temperatur für © 0 
V Fk) Erle), 

wo f,„ eine beliebige Constante ist, so werden die Wärmezustände zweis 
Puncte 0’. o,. © und 0°. 0,, ©. die ich durch #° und W’‘ bezeichne. da: 


\ erhältnifs 
Bat a Ei 
haben. Die Wärmezustände haben also dasselbe Verhältniis. welches auch o 
und wie grofs auch f,, sei. Welche geometrische Beziehung zwei Puncle 
dieser Art haben, ist hinlänglich bekannt. Man sieht aber aus diesen Be- 
trachtungen die bedeutende Rolle der von Lame eingeführten Funetionen E 
in der Wärmetheorie, und wie wichtig es sei. dieselben genauer zu er- 
forschen. 
$. 6. 
Aufstellung der Formel für das Potential des innern Puncles 
Bekanntlich ist 
P,|cosy > a,„P,,„|cos®] P, „[cos# | cosm(p — 4 


m = 


Wo 


se > —1)13 z.5,0 In I), 
II(n — m) II(n + m) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 26 


we ?. 


4.0 ) 








I0)2 Te Heine, 


str Theorie der 


Anziehung und der Wärme. 


Da num 
/ ‚cos#-- sind cos(p—ıw eosmw dv 


U 
'cosm p/ 'cosd-- »sin® cos wV" cosmw dıy, 


( \\ ri 
> pvp Hinz) HH 7) ni) y 
f |cos#| cosmg . ! 0,.0 
sT Ilı2n) , 
Macht man also 
oO ‚‘ 2 h>)y(b?: — 0%) 0’ — b*)y(b: )? 
(19) Y — a9, de, Mi -bNYb?— 9) Yu ' 
he "bi byte —b? byie?—b: 
v(ce? o,)yie?—g.) ylec’ e’)\ylo? —p? 
Erie* bt) PYie* I 
und 4% "IIn- m) IIn— m). so ist 
4 h 
pP } 207 2 dA, u. ( { sB.B E 0 I; ri 0,+,0 ) I; 03.0)) 
1? Int? Py Si N \N N \ N / J 


Diese Formel erfüllt die Bedineuneen (A) und (3) zueleich. 


tisch nach o und o,. ebenso wie folgende: 


20) / P.NoW* De 


. yN 
’ 


i) 
0 n 


und ist svmme- 


wo zu \bkürzuno 


| eyie®—b? EL, byler—e" 
COS;  Yieer— D2\° Sı1l/ o’ y(e? RE 
oesetzt und. wenn «, > CGonstanten bedeuten. ferner £ eine soeleich zu be- 
stimmende Zahleneröfse 
/(J) Y 


Cu, 0,C00S/ 0 cos !y 1,C0OSNy 


I, sin | 7, sin ? zZ De. ' »,sinnz ist. 


‘ “ ) 
Seitz! o) (oder schlechtwee für ©). 


man noch für r 


wenn das Argument « 
nicht zweifelhaft ist): 


| v 0 / / 0- \ 0 b C0SY COSW--Y (0 -c)siN/ sınıyr) cosmıcosp/ Url /: 
he. L, / / 9 10 -b COS/ C0OSY-r] 0—C 


wo vr ), und 2. 


(21.) 
siny sinpy" sinzuy sInpzc WC. 


ww. . so ist 


U (0,0 l 


gr a ar. 
t () — LCOSDP/rV yp 
0 zbre" 1* ’ u PX 9), 
IT =... | e , 
’ 7% SS ® (\P), 
= SINDY w 8}. 
(0) th e - PX " 
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also. nimmt man bei der Summalion für = 0 die Hälfte. 


P,|\ | 4r—I = ‚m / 
0" „ asbre"(H2n)? I 


‚ c0S p/ pP’ 0 © ‚(0,.0 


ı Mi 


- 
ern 
Y 
u 
n 
> 
. 


sınpyw,'\« 
ab" ce" (II2n)? 


Selzt man /, so erhält man endlich 


Zr l 
T >. (m a. U, 0,» 0» >: G vr 0 W,, 0,.0 >: D, WW, 0), 
ni es 
Sind die Constanten @ und 3 so bestimmt, dafs für o = o, auch T,= A. 
 & 


so ist V >: ; 


n—zU) 


der gesuchte Wärmezusland. Um zu zeiven. woraul 


n 


diese Bedingung hinauskommt, führe ich für die o, und o, wiederum 9 und y 
I? zT 


da U,,.(0,.0 . 
| r > 


n 


ein: dann ist 


a “ 


P,,.l|eos$] cosımyg ) 


4,n Im P,„ [eos] jeosmyp EZ e,vi/’ (po) sinng I p,wf'o), 


} 


FrAams 


| Iv T 


m Be 
wenn man die eonslanlen Facloren veoläfst. ın welchen IN nich! vorkommi 
\ndrerseits hat AU die Form 


A) — Fa, ,{g,, cosıny - h,. sing, P,„[eos®]. 


m () 


Selzt man also für X) seinen Werth aus $.2.. so wird 


! 





\ g, A c0' sin P, „|cos® 1/ | f 0, y’)cosmy'oy 
' 4n. | . 
(23.) c) N ei % 7 ' 2n 
h.. = nn c9 sin® P..,|cos# | / di V, gp')cosmop' ( f' 
f 41. u 
Soll demnach für o=o,, T', sich in X verwandeln. so hat man die « und 9 


aus den linearen Gleichuneen 


PS ge ..n Pam h 
(24.) > er v, On) Es . 2 P,W, | 0 ‘ 
PEU | In: l An 
zu besiimmen. wo 
| g" 
,)n 4 
>. ıst. 
LM u; II(n-+ m) Ilin —- m) 


Sind hieraus die «© und » gefunden. so substilure man ihre Werthe in 


(22.); dies giebt schliefslich V =  T,. als den verlangten Wärmezustand 


ı 


n ı) 


eines Puncies, dessen Coordinaten 0, 9, g sind. Wir haben demnach nur 
noch zu beweisen. dafs die Systeme von linearen Gleichungen (24.) mög- 


lich sind 


26 * 
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m» 
Uber dıe linearen Gleichungen in $. 6. 


Jedes der beiden Svsteme linearer Gleichungen im vorhergehenden 


n) ( 


Paragraphen zerfälll wiederum in zwei andere. indem offenbar © und « 
wenn nicht »» und p zugleich „erade oder zugleich ungerade 
sind. \ir haben daher statt der Gleiehuneen (24.) vier Systeme zu lösen. 
las Aroeument der v® und we, welches der Kürze weoen weggelassen wer- 


den soll, 0,,. So hal man 


l) wenn nn oerade Isi. 


#1 ‘ 
1\ .. . j e) „(1l) se ; (1) 
| TR » .%») av, 0,95’ BE > 
RT v 
4; ) 5 4 
! d,R a, ‘ ct, ©. 0, vo ea tr a 
4; 4J 
Y (n-1) ı-1) (n-1) G 
! GL, Ft 0, U ( v; G ı du- 
dJ, ü ' 
7 
7 fı 
) . .) 1) ’ PA ) 
)) U I, u . 4) P,w‘ 10, ‚ww... 
d,, J j 
} 
' ! .) (+) h, ? ’J) (3) ) (3) (3) di 
I, W um, i ww,’ i Im, I, W; FE 
In,4 y' 
J ” > (n) Ana i > ‚(n-1) > ‚(n-1) ) (n-1) h 
ur, I), WW ; ) wo, - = I,W, . I; W; ae ID ‚u er 
G; q ’ (J, 


3) wenn n uneerade ist. ereeben sich eleichfalis vier Systeme von 


(sleichungsen. aus welchen der Reihe nach &,. &. .... &,_1: Os (ya .... 0 
ih. RPETIR : PR: ... 2, bestimmt werden. 


v 


Vorausgesetzt dals f'@, g) reell ist, so werden die « und 5 mit ungera- 
dem zn von der Form P? sein. wenn P eine reelle Grölse bezeichnet; woraus 
hervoreeht. dafs der Ausdruck von T', uneeachtet des imaeinairen Werthes von 
Y,.,., reell wird. Hat man die @ und 5 gefunden. nachdem man für g, A, y‘ 


\Werthe aus (23.) und (25.) „esetzt hat. so findet sich, wenn man für 


die 


In () die Hälfte nimmt. 


- 


(26.) 4 ız 8 > 11.3.5... (2na—1)Pi”P,„[cos0] 
/ / 10 y(o-b)eosz cos; -y(o’-e')sinzsiny}" (a, cospy-+-P,sinpw)cosm(p-4)O wo; 


It db=e I. so verschwindet © und 20”), wenn nicht an —=p ist. 


und man hat aus (24.) 
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Sum 4 fh ı 
(X a ’) un 
ui (m) j n ‘ m | : 
Inm Cm (00) In,m Wn(Qo 
Da ferner 
a 0 Test 
2 A und 
In. 
im) { 
Un (0) on (0 P..m1[0] 
— N Be. u Bi 
„(m) }) ] ”. 
"m \0. Un (Oo f [o,| 
% uU 


so eeht diese Formel in die (15.) meiner früheren Abhandlune über (wi 
es auch sein mufs). wenn man bemerkt. dafs das dorlivoe y/o’—!) hier o ist 

Wenn eleich es mir nicht gelungen ist, die linearen Gleichungen ohn« 
(rebrauch der Determinanten alleemein aufzulösen. so läfst sich doch zeigen 
dafs sie sich immer durch dieselben vollständie auflösen lassen: und zwaı 
werde ich den Beweis für ein beliebiges System von den zweimal vier füh 
ren. z. B. für das Nr. 1. unter A. Zur Bequemlichkeit bezeichne ich in die- 
sem Paragraphen durch mn und p gerade Zahlen. und setze 


29, b 5 d; 
J) / I j 0 - 0 1 0. u e 


\lsdann kann man das Svstem 
Fre x / ‘s‘ PS || 0}. 
1, J@) 1%) | ,,J°) 0) 


1.) dl") ee ,,J%) 0) 


blofs dadurch auflösen. dafs alle 4 oleich Null eeseizt werden. In der Thal 


wenn für jedes p 


man & ' . er 2 /; 
>> ),.J“ a / f ee zh. Ai 0.90) _k 
| % 4) 4 { x “ J 


Ist so ıst auch 
S > (p) \ dy 
a u AG J / 2: i o'’.0 } 
0 DEU DO 
also für jedes o' 
=i.U (0.8) 0: 


Ban, ame 


welches nach $. 3. nicht anders möglich ist, als wenn alle A verschwinden 


Es ist daher 


Zr JIN I... JW 


von 0 verschieden. Andrerseits ist 
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— U 0.0 Lei?’ -- vi cos)y-- vi costy—+....+-vi’cosnz, 
J r 
j { ) ( \ +) , in) x 
! 0.0 sv 0.008227 -+-0,’0094X7-- .... 0,’ 088%; 
J ad ni ir iii. 


er den Sätzen über die Zerleeune der Determinanten folet aus dieser 


(‚leichune. dafs (IN +er\....v”)’. oder dafs 
Str’ 
chi verschwindel. 


In 8. 3. ist bemerkt worden. dafs die Aufeabe. eine »anze ralionale 


lunelion P von 0,0, yıo7 —b*) ylo’—b’),. Yee—o?)y o’—ec”) zu finden. welche 
iR 12 DD 72]? 
yi’ a araz 11110 ( i ( \ » 
der Gleichung n(n--I1) u Pr 0 
ee" Üc, 
senügl und für © o, in eine gegebene Function von o, übergeht, die ich 


mit #'o,) bezeichnen will (wo natürlich £°(o,) nicht ganz willkürlich gegeben 


N 


sein kann). auf Systeme linearer Gleichungen führt. In der That erhält man. 


(ii \ die F Ir Im 
P zZ IE... h, iW ‚(0,.0)) 
ben mufs. die Gleichung 
> (dJ Ü 0). 0 h, W, 0,.0,)) I G| 
Dividiri man auf beiden Seiten mit 0” und setzt 
e yYio’ —b?) . b v(e?—o, 
Sy - u. SIN/ Ä - 
CO 0, pr? /,? / 0} p? MR 
Ya 
b?« 0 
b’ cos’ z + ec sin’ z 
{ ‚Oro } so Wiıfü 
i t0,- 1le:—b)coszcosy  y(os—e”)singsinw)" I (g,cosgw- h,singip)du 
he 
Br ) \ 
b cos Y/ esın F( - ER )- 
" y(b2cos?y— e?sın?z 
dial> ıı) 1 


u ce sin’ 7 Fi aid )co rzd 
1, © cos’; sın a a —— S #» 
| I N J 2 " v(b*: cos?y -e?sın?y) RE 
62:7 \ ON 
u 6 


: ge be 
a u Tr / b’ cos 7’-+-c’sin’; "F( ) sinr; d; 
lin Ya \ J A 4 v(b* cos?y-+e? sin?) RU 


r) 
w 


„alt. also zwei Svsieme Gleiehunsen von der Form (24.). die demnach im 
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Anfange dieses Paragraphen schon behandelt sind. Da diese Gleichungen imme: 
möelich sind. so ist klar, dafs wenn die Aufgabe, mit der wir uns jetzi be- 


schäftiven. möelich sein soll, die Funelion F' so beschaffen sein muls. 


J 


‚19 +: 9 v/ "EC 
BD cos’z--esin’z" F errepeer el 
j y(b:cos?y-+e*sın?y 
L, 1 (1, C0S/ d,C0S 2% eo... d,c0sily 
b, sing + b,sin?z2--.... 4b, sinnz 


isi: wo die @ und 5 beliebiee Constanten bedeuten. 

Es ist also die Aufgabe, obige Systeme Gleichungen zu lösen. mi 
derjenigen gleichbedeutend, P aus den gegebenen Bedingungen zu finden; die 
l,ösune der einen oiebl sogleich die der andern. Für einzelne besondere Fälle 


von Fo). z. B. wenn 


F 0,0, vo, —d?)ylo, —b?) vie?—o!)y'o,—e?) . 
Q, - - cos ı sın ı/ } 
be by(c?—b?2 ey(e?— b? 


ist. wo w einen beliebigen Winkel bedeutel, kann man freilich P finden (in 
leizterem Falle entsteht es aus F'\o,). wenn man darin o, mit o vertauscht). 
jedoch bleibt die Aufgabe im Allgemeinen noch unzelöset. während bei den 
Rotations-Ellipsoiden die Möglichkeit, die in der Anmerkung zu 8.3. aufae- 


stellte Frage zu beantworten, die für diesen Fall bekannte Lösung verschafl 
$. >. 
Einige Bemerkungen über den Zusammenhang der E mit den U und MW. 
Aus dem Vorhergehenden ersieht man. dafs die Producte E(v,..E 


linear aus den U oder W bestehen. so dafs man für einive derselben 


mn 
E,.„(0,) E.n(0:) > 4, Bl 
m —() 
für andere 
m 2 
En ©) B.. (05) ne >> h,, , ! 2. N 


mn eV) 


hat, wo die g und A conslante Werthe bezeichnen (einige von ihnen können 

auch 0 sein). Ebenso sieht man, dafs die E aus den © oder :* zusammen- 

voeselzt sind. so dafs sie die Form 
zn BR 


B..m (0: == EB Imp ®,n(Pı) oder K ” 9, 5 


\NS 


I 
S 
Q 


nz) p—U 
haben. wo die y und 4 wiederum Constanten bezeichnen. 
In dem Endausdruck für einen parliellen Wärmezustand bei Luame er- 
scheint als Nenner ein Doppel- Integral, von welchem Lame zeigt, dafs es sieh 


ohne andere Transcendenten als z ausführen läfs. Um zu zeigen, welche 
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Rolle dieses Inteoral spiele, selze ich dasselbe gleich A, ,,. und habe also 


# 1 / 0° 0, 'E. m \ VO ‚E o I, Mi 
I ) 5 i / x I Le. ! 1 “ 2 _ do, do 
/ v(o b*)y(b* 0,)) e: -e,.)3yic” 0, E i 
N I : r x I ”. " , i n, 
Ks solle | ‚ wie bei Zame, nur solche A,, betrachtet werden. ausE ent- 
| | . ı 
sienend welehe nur eerade Potenzen von 0, und 0 enthalten und rational 
IAaCcıı 0 Ind () sınd 
\un ist klar. dafs 
— — | 
(29.) pP | } | e > fi . E | | F, z 0’, FE, OD, K, () 


wenn o, 0° etc. in beliebigen Grenzen liegen. Macht man Y. wenn man darin 
nd o, mil o, und o, vertauscht. oleich Y’. und setzt 


er ) ' vB) te v(b?-o‘ c?’—-o’) (e?—-o:) C’— 
4 id Kıra ‚ 4 A r f N 2 y 3,9 x 2 ’ 


i) y\« i) 
- f 
) iE hyle?:—b by(e:—b? Ccy c:—b: cy e:—b? 
’ . (41) , (4) r ‚o so 
(N) p ig Pr [Z] DO, 0} . er: 

IV.) -_ _— — _— — (00,00 
. } > h? N b?’__ 6, v(c? . 0, re? 0, ) vl N 2 
= nt 
U tu nie ww / (u) (u) / 
zZ fin Au mE (eo) EU) (0) EW(o,)ERR(e,), 


ier den P und den E angehängte Index 1 bezeichnet. dafs nur deE und 
nur der Theil von P genommen werden sollen, welche nach oe, und o, rational 
ind und nur gerade Potenzen von o, und o, enthalten. 


lransformirt man das Inteeral links in (30.) und setzt dazu 


v(o b?:)\y/b? 0, v(e?— 0, )} (e?—D, ) s 
cos. 1 sind cosg‘. — °— sınd sın 4 
ıylc h2 ce y(c“ -b*) 
J 1» > > / » 
v(o Ü yv(Dd* 9*} i yic’—o y\c°- 07 ’ N 
/ 0SH - .sın #' COS Y .sın d sın 
ld } p* b ) Ü } 67 b 5 


erhält man nach (S.) für dasselbe 


./ 00'sine / "P,[t) P,[cosylög‘. 


m: st 
\ndrerseits ist dieser Ausdruck nach (7.) = 177 P,[Y]. so dafs. wenn man 


2 AM 
für P,IY] seine Entwicklung aus (28.) setzt. die Gleichune 


"7 


gt 
PR der 4, entsteht. 


. | 
Is ist demnach der bei Lame vorkommende Factor 7; Wo A,, durch 


multiplieirt in den Factor f,„., der bei 


(2S.) definirt wird. oleich 


der Entwicklung von P,[Y] in der Form der Gleichung (29.) entsteht. 
Berlin. den 19. April 1844. 














Aare een ern neriemer 
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| 
o gs» . . I . 
Additamentum ad funetionis oa / 0. "ür theoriam. 
y 
(Auctore Dr. Chr. Gudermann, prof. math. ordin. Monast. Guestph. ) 
\ a 
H unelionem /a / ec !ox (sive [{fa— 1!) secundum Gaussi sioeni- 
licationem) inde ab Kulero saepius perlractatam a Geometris celeberrimis anno 
modo praelerilo felieissime perserulalus est Bern. Jos. Feau.r, Philosoph. Dı 
et superioris magisterii candidatus illustris in dissertalione inaugurali mathematica. 
eui titulus: „De funelione, quae litlera // , obsignatur, sive de inlegrali Kuleriano 
secundae speciei: Monasterii Iypis Coppenrathtanis.”  Invenit inter alia formu- 
| 
| lam sive seriem, quae infinite multas conlinet series infinilas. et quidem han 
| | I /1 | | 
(I) 1 loo I! — u-—-(a—4)looa i ‚( 4 - ee ) 
N ! u E 2.8 (a+1)? a+2)? 
ven © | l 
| 2 3.4 \a3 (a1)? a+2)' 
| 1 9 & | | 
2 4.5 \a* ! (a+1)* “«+2)* 4 
I 4 & | | 
375.6 \a° (a+1)? d+rZ)” | 
eic.. 


cui ealeulum lunelionis numericum superstruendum esse voluit. quod vero ne- 
ootium, quia series tarde convergunt. non sine molestiis peragelur. Quam ego 
seriem alio disposui ordine, ul singulae series infinitae, quibus illa constat. 


summari queant, quod conligil adiumento formulae 


— + — } nn 


‚3 a: 3.44? ! 4.5 u 5.605 6.7 a° 7.8’a® 


| 
07 }) log( - )—1. 
m d 


Hoc modo oritur series simplieiter inlinita convergens. quemcunque valorem 


| ( | | 2 | 2 1 4 I > 1 z | 


) 





argumento a tribuas. ideoque ad caleulum propositum absolvendum expedilissima 
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' De | 
(2.) oe /\a ı oe? — a--(a—4)loga—(a- Hlog(1 | -) — | 
> 1): 2/10; | 3 ; 
Ä l 
f I\ 17 
d--23 log(1- ) | 
de a+1 
a--3)loe(ll- )— l 
| 2/ he) | “+? 
Fr 
(a-+3)log(1 —)J—I 
j ae (oO 
- etc. 


in qua logarithmi obvii sunt naturales. Si vis concedere locum nonnisi loga- 


rithmis vulgaribus, sive Briggieis, adhibeas formulam 
| Me. | 
(3.) loe/ (a, ı logo 2a — ua -(a })loga -(q +4) log 1-4 — ) u 


i 


r(a 


Ivo 
© 
IS JS 
En. . ME. > DE, TE 
— 
| 
et 


-(a--3)lo 
elc. 
in qua est u —— 0,43429448190. Si funetionis argumentum a in formula (2.) 


unilate augetur, series abit in similem 


Ä | 
loe /(a-+1) = 4log ?r — (a+-1) + (a-+-N)log(a--1)—+ (a--23 log( 1 P: )— 
f 4 5 
- Ä | 
(a- »)log(1 . ) — | 
a Pre ve “+2 


elc.. 


, est. ıla disponi potest: 


quae vero, quia log(a-- 1)= log a - log (1 - 
i : ( 


(4.) log//(a) 


| 
loe /(a-+1) = log ?r —a-+-(a-+-H)loga-+ (a -2)log(1 . —) — | 
(a-+3)1 (i ) | 
2)loge( 1 -- ——) — 
INT BITE a+1 
+ Blglı +) - 
| .2/ o a+?2 
i m 1 
-+- (a 3)loe\ I — ,)— I 
. 0 do 


Si aequationem (2. ) subtrahis ab hac. remanet aequatio simplex nolissima 


loe 7(a-+1)— log /'(a) =loga, sive 
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/ \ 7 
IXa--1l) a.l(a), 
unde perspieis, formulas (1.) et (2.) esse revera eas, ul Junclionis nalurae. 
uam exprimit formula Z/'(a--1)==a.I!'(a), egregie salislaciant. 
Formula (4.) in primis sallem terminis congruit cum formula notissima 


Y 


Gaussiana, vel si mavis, Kuleriana 


I | ; 
log /T(a)=4log2n—a-—-(a-Nloga-B— B-DB B-+-— 


Fe 3.2: ei TER 


al in eo longe ab ipsa discrepat. quod in reliquis terminis deest potentia 
d 


i 
uam in hac continet terminus 3 ; qua e re gravissimi momenli, ut alia 
BD 


1.2. 
silenlio praeteream, coniiciendum esse videtur, alterutram formulam esse falsanı 
Sı formulae (4.) vis inesse logarithmos vulgares loco naluralium, ipsam mu- 
tabis in 


(3.) loe/Ta) 


ioe/la- 1) = 4log Ian — ua-- (a+!)logu --(a-+4)log 


| 
IH —)—u 
7 


(a-' 3)log 


| 


ii 1 
| (a+3)log (1 Fa ) m 
a _, 
a+3 


Formulae prolatae novae eo magis convergunt, quo maius sit argumen- 


(a im L 


elc. 


tum «a, at semper convergunt, quieunque argumento «@ tribuatur valor. quanı 
eximiam proprietatem formulae modo dictae G@aussianae deesse nolissimum est. 


Si obsignationem a celeberrimo Gauss?o nuncupalam ullerius prosequimur, ei 


loel/la . ; RR ER 
| — (a) ponimus, aequatio (4.) illico praebet formulam novam 


da 
4 | 3 2a-+l 
b. Pla) = logu-- -log (1 4 ) — nenn 
(b.) Kö da » "vw 2a(a+1) 
| 2a+3 
log (1-1 —- y- r Ä 
a1 2(a+1)(a+?2) 
l 2a-+5 
log (1 1) — 
o a+?2 2(a+-2)(a+59) 
| 1 2a+1 
-Jog | 1-- —— —— 
do JKa+o)la ++) 
etc 
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m qua est 
(1 ') 2Ja—+1 ar | 2 9 u ’3 SE Sir 
oo a I u —, = . 
” 7 Ja(la-+l) >» 1a g® 4 4* > @° h a® / a‘ 
el quae salislacit aequationi nolae 
Plra-1 Pla) ——. 
a1 
?a+1 ] i i 1 . la ‚ \y 
Vuia =. .— +. el pari modo omnes fractiones sub- 
. >ala-+i) A 2 a+1 
Iraclivae decomponi possunl. series etiam hoc modo se habe! 
N 1 1 | | | 
‚(a loo dad I; — ar En 2 Se 1. 2° 
Ad + | d q 2 d To a-+h un l & dr I 


Ä ( 1 \ i 2a+2k+1 
lost a+k/ 2" (a+k)ta+k+1) 

og (1 N | 2a+2h+3 
100 pr 2 Ik+1 9 (atk SS (a+k-+ 2) 


n 





| (i ! 2a-+2k-+5 
ogll-- — —_—, ' 

| a+kh-+2 2 (a+hkh+2)(a+k+3 

eic.; 
juare vides, Junclionem a) esse limitem expressionis 
l 1 I ! ! | 
log (ak) — — — — — — | 
a+1 a+2 a+3 a+k— | 2 aH+l 


rescente numero posilivo k in infinitum. 


Scriptum die 9 Februarii 1845. 
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11. 
E'heoria novi multiplicatoris systemati aequationum 
differentialium vulgarıum applicandı. 
( Auctore ©. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Beroi.) 


(Cont. dissert. No. 16. tom. XXVII. fase, III. | 





Caput tertium. 
Theoria Multiplicatoris systematis aequationum differentialium 
ad varia exempla applicata. 
De Multiplicatore systemalis aequalionum differentialium ceuiuslibet ordinis. 
$. 14. 

A equationum differenlialium systema, quo altissima quaeque variabilium de- 
pendentium differentialia per differentialia inferiora ipsasque variabiles expri- 
muntur, econstat in systema redire aequalionum differentialium primi ordinis. Sı 
cuiusque variabilis dependentis differentialia altissimo inferiora ipsis variabilibu 
adseribantur. Designanlibus enim x, y etc. variabilis independenlis # functiones. 
proponantur inter 7, 2, y’elc. aequationes differentiales . 
dx d' ; 

A B, ete. 
dt r dt? ; 


ipsaeque 4, B etc. non altioribus afficiantur differentialibus quam (9 — 1)" ipsius =, 


y— 1)" ipsius y etc. Patet, habendo pro novis variabilibus dependentibus dil- 


'erentialia, quae Lagrangiano more per indices denoto. 


2" = ae ö x’ —— x . rn ae) — Lu . 
di dt? age 
dy u dj, he dd’ 3 
y= Fr . y = It? . ‚ic ig = dem’ eic.. 
aequationibus differentialibus (1.) has alias substitui posse primi ordinis: 
dt:de:dx'....:daP°:deP-» 
:dy:dy'....:dy9:dy(» etc. 
u | ie 6 20-D ; A 
| A a, 3 





Quibus in aequationibus variabilium numerus summam ordinum altissimorum dil- 


ferentialium in (1.) unilate superat. 








in 
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u 


Multiplicator aequationum dilferentialium primi ordinis (2.). cum quibus 
aeqnaliones differenliales (1.) conveniunt, eliam a me in sequentibus appellabitur 
gualionum (1.) Mulliplicator. Unde ut omnia theoremalta de Multiplicatore 
aequalionum differentialium primi ordinis in duobus Capitibus praecedentibus in 
medium prolala ad Multiplieatores aequationum differentialium eniuslibet ordinis (1.) 
pplieenlur, suflieit ut pro aequalionibus ibi proposilis. 


“o 


B» dr:daej:da,....vde 

ER TEE: ERBE DR A 
sumanlur aequaliones (2.). 

Si acımaliones differenliales primi ordinis (2.) et (3.) inter se compa- 
ranıns, videmus in illis speeialitatem quandam formae locum habere. videlice! 
auantitates primis differentialibus proporlionales, quae generaliter variabiliun 
[unctiones sunl. maximam parltem in ipsas abire variabiles, neque vero in eas 
uarum differenlialibus proporlionales ponuntur. Quo habitu speciali fit ut aequa- 
ionum (2.) Multiplicator, quem aequalionum (1.) quoque Multiplicatorem voco. 
Jeliniatur formula quae, tanlopere liecel auclo in (2.) variabilium numero, non 
pluribus eonstat terminis, quam si ipsae primi ordinis fuissen! aequaliones dif- 
lerentiales propositae (1.). Consideremus enim formulam ad definiendum aequa- 


tionum (9.) Multiplicatorem propositam $. 7. (4.). 


0X, 0A, OR, . dlog 
(4.) — En = — A ——. 
OX OX, de; 2’ dr 
Si pro aequalionibus (3.) sumimus aequationes (2.) it 2=#, A= 1: porro 
variabilibus .r,. ©, etc. substituendae sun! 
IE A ET a 
U u TEE, 3 4 


- 


[unetionibus denique A,. A, etc. substituendae sunt quantilales 
vd dd Del 
"u u" EE- EEE ae 
HE ar EFT Tu: 


lam in (4.). quolies es! X, una e variabilibus x, z,. ©, elc.. ab ipsa 


non 


d 


diversa. evaneseit terminus -— „ uli generaliter fit si funetio A’; ipsam «e; 
7 Ä 


implical. Unde sumendo pro (3.) aequaliones (2.), abit aggregalum (4.) in 


hance expressionem simplicem. 


e oA cB dlog M 
) rn —— —+- eic. = _ {I 
027 ayıım! dt 


Ilac formula Multiplieator .# definitur systemalis aequalionum differentialium 


. 1:] n Be > * 
cuıusilDei orTaınıs (1.) 
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Sequitur e (5.). quolies simul ipsum 4 a dilferentiali (p — 1)" ipsius «w, 
ıpsum 3 a differentiali (y— 1)" ipsius y etc. vacuım sit, sive generalius, 40 


fies aggregalum 


oA ob 
etc. 
Old oylı-!) 
identice evanescat, statw posse M—1. Si aggregalum (5.) non idenlice 





evanescit, ad indagandum Multiplieatorem eircumspieiendum erit differentiale 
completum, cui idem aggregalum sua sponle vel etiam per aequationes dilfe- 


renliales proposilas aequetur. 


Prineipium ultimi Multiplicatoris systemali aequationum differentialium ceuiuslibet ordinis 


applicatum. 
S. 15. 


Aequationum differentialium propositarum (1.) $. pr. Integralibus prae- 





!er unum omnibus invenlis. quanlitates 


Rz Be ri RT, 


(A.) ”. = 
! Y3 Y D) ne a Y / elc. 
omnes exprimere licet per duas % et v, pro quibus sumere licel binas e quan- 


sche s vo EL do 
titatibus (A.) vel earum funetiones quaslibet. Differentialia Tale 7% substi- 
( { 


” ete. si opus est valores 4, B ete., et ipsa 


inendo differentialibus =’, y 
aequanlur quanlitatum /, ©, x etc. funelionibus. Quae funcliones. Integralium 
invenlorum ope per u el v expressae, si denotantur per 


V du 0 dv 


dt? dt’ 
dabitur inter # et v aequatio differentialis primi ordinis, ullima quae inte- 


oranda restat, 


l. Vau— Udv — 0. 
Secundum ea quae $. 11. tradidi, cognito aequationum differentialium proposi- 
tarum Multiplicatore M erui potest factor N qui eius ultimae aequationis diffe- 


rentialis (1.) laevam partem efliciat differentiale completum, quem wlfımam Mul- 
fiplicatorem appello. Habendo enim, quod per Integralia inventa licet, 
quantitates (A.) pro functionibus ıpsarum u et v Constantiumque Arbi- 
/rariarum quas Integralia implicant, eurumque functionum formando De- 
terminans 4, fit ultimus Multiplicator N— 4.M. 

Principium ultimi Multiplicatoris, quod propositione anlecedente eon- 





tinelur, etiam sie concipi potest, 








üÜ 


|‘ Be 
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divıso ultimae aequationis differenttalis (1.) Multiplicatore per De- 
/erminans I, condeıionem Kulertanam pro Hultiplicatore valen- 
/ransformarı in abam conditionem ab Integralibus reduction: 


adhibttıs independentem, eu formulandae suffictant solae aequationes 
difjerentiales propositae. 


1: 
FEM 


Videlicel aequalio conditionalis, cui aequalionis (1.) Mulüiplicator N satisfacere 
debet. fl 


0.NU,0.NV 


0) 
! 7 ss 
Vuae ponendi 
\ 
M — 
4J 
i 1 { | 4 . 2 ) u. : n ‘ 1. ‘ N y - v 
( substitnendo Constantibus Arbitrariis funeliones qwuanlılalum (4.) aequiva- 
lentes transformabitur in hanc. 
dloo M oA oB ’ 
oe BIO. Fee 
di / E .; ey!” ) 

E formandae 


suflieiunt aeqnationes differentiales propositae (1.). 
Sint //, yalr /; 0 ele. 


aequationes integrales reduclioni adhibilae 
hınaeque aequationes quibus uel®o 


ab ipsis f, x, x’ eie. pendent, sive eliam 


aliae quaeeunque aequationes cum illis aequivalentes: constat e Determinantium 


finetionalium proprielatibus. aequar? / [ractioni, cmwus 


denominaltor sul 
funclionumn TI 


IF. etc. Determinans formalum yuantıtalum (4) respeciu, 
numerator aufem earundem functionum Determinans, quantitalum u el vr 


Constantiumque Arbilrartarum respectu formatum. Si pro @ et ® ipsae 


sumuntur 7 et.c, pro aequalionibus /7, 0. /,=V0 etc. solae sumendae sun! 
xequaliones integrales simulque 7 et = in binis Determinantibus formandis de 
numero variabilium tollendae sunt. Porro aequalio (1.) in hanc 


d.ır VYdt! —=V. 


abit. 


|: 
bi VW est ipsius 7 


f ’ 


valor, Inlegralium invenlorum ope per £ el 


X eXpressus 
Si aequaliones //, =Ö, I, : 


0 ele. inventae sunt per inlegralionem successi- 
vam. ila ut in quaque aequalione insequente, in qua nova accedit Constans 
\rbitraria. simul unius variabilis dilferenliale altissimum ad ordinem proxime 


‚nferiorem sit depressum, alterutrum Determinans in unicum terminum abit. Sie 


proposita unica aequalione differentiali »2' ordinis inter Z et x, 


d’x ( dx dir 
a Mo dar Ä 


Nnieporalione suecessiva ıInvenltae sın! aequaliones. 
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d'-iIir . ( dx d"’r ) 
du—! f\9 ’ dt dt"? ’ 
dr { , R dr d’>r 
_- —— ' P} u... 88 ” . 64 “ 4 “ 
2 dt: R\ AT dt" 
dr ' 
di r N En ana Al 
in mibus e,.: ©. .... e,_, sunt Gonslantes Arbitrariae: simplieiter eril 
| l 1 | 
„_ aha 
da, 00, : dar’ 


cum alterum Determinans in ipsam unilalem abeat. Si funetio f ab ipso 
et 
dir! 


duo ieitur casu hoc eruitur ullimum Integrale: 


vacuuım est, fi aequalionis differentialis proposilae Multiplieator 


OU, CU, 


. f oO we . * u 
/ I: U / "td — f,_\ll, 2,05%... A Consi 
. { ze 


ubi quanlilas sub inlegralionis signo, per £ et x expressa, fit differentiale com- 


pletum. Ui per solas fel x exprimatur valor produeli 


ch eh: fn=ı 
D: yeah 


oa, oa, 00.1 


wrz 3 dt d.ı 


sufheit ul in eo swccessive substituantur differentialium + 7: 7 
( ; { dt 


VERREE Fn Bu  Ba 


Formula symbolica qua Multiplicator systemalis aequationum_ diflferentialium implieiti 
definiri potest. 
$. 16. 
Aequaliones dilferenliales, e quibus pelantur altissimorum differenlia- 


lium valores. 


1. ap) A, yı DB, eie. 
ponamus forma dari implicila . 


2 p = ). I — U, elc 


li quibus aequalionibus ut eruantur valores differentialium partialium 
0A ob 

o xp) ? ya) 

dlog M 
di 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3, 28 





- Mi 


quarum summa aequat ipsum — .„ staluo 
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OA oO ( 
.: s == 4, z 2 = d,. eie.. 
) Ta o) 
ı), Pr rn 
oU oWw 
- —b, — id, :elc. elc.. 
(p) (q) 
er. CO) 1 
Net Noll 
0g op 
a / — / 1} » ” 
| Va Bear U, öra=) Us elc. 
AZ: 09V _g te. ele 
Or) — [?> oy(ıN — — [Fı1» k G. Ki 


Iormoque aequaliones 

i \au-au, elc. -av--a,v, elc. = 0, 
” du -b,u, etc. + Pv--P,v, etc. = (0). 

Resolulione aequalionum (5.) si determinanlur %, %, etc. ut functiones lineares 


quanlilalum ©, ©, elc.. erit quod ex elementis caleuli differentialis sequilur. 


oA ou oD ou, 
h, . - r : ı) - . ele. 
Et ov 0,717 ov, 
unde prodil 
v ou ou } 
a er 
(ov ov, 


lam e lormulis, quas de aequationum linearium resolutione et Determinantium 
proprielalibus lradidi. sequitur, s2 ön aequationibus linearrbus (5.) ponatur 
KL di —= la, a, di = du. ie., 

ıP di = Ob, >, dt — Ib, . etc. ele.. 


7 


/ 
fter? 
\ Oo 1 oHU 


Y - 
I 


ele. dt: OloeN+tub,. 


> 


Unde formula, qua Multiplicator M definitur, proponi polest hac forma symbobeca, 
Id. dlogeM logo Fr +tab,... 
{ 


Cui formulae ea inest significatio ut variando per regulas nolas ipsum ge I + ub,... 


OU QOWV 


alque elementorum variationibus singulis substituendo valores (S.),. oblineatur 
expressio ipsi dlog M aequalis. 


Sı statuitur 


1 \@adt-— da la, adt—ıida = Ja, etc., 
IPdt—idb = Ab, P,dt—ıi.db, —= Ab, elc. elc.. 
characleristicae Ö substituendum est Ad-- 1, unde abit (10.) in hane formulanı. 
I2. dlogeM —= Ad.loegeF+tab,....-4.logZ+ab,..... 


sive,. desionante A Constanlem. 


13. d los 


- IlboeFtub, a 


w 1 7 PRERRER, 
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Vuae formula cum commodo adhibetur, quoties varialionum Ja, Ib ele. va- 
lores valoribus variationum da, 0b etc. simpliciores sunt. 
Sint » aequationes differentiales inter 7 et variabiles dependentes «, 
Cy2 2... 2, Propositae, 
14. u pl, ac ld, 
sintque altissima differentialia in is obvenienlia et quorum valores ex lis pe 
tere liceat. 


ni, ) (m (‚ln 


DL, ” Lo ” 


Sialtuendo seeundum anlecedentia. 


op; 
PER (1) 
\ m;]) Bio a, 
Er 
- k 
19. A 
cı Bi 
En 4 du ). da‘ la 
‚m —] / h 
( U, 
1 
| dloeM = dlogFrt+ta@.... u 
IH. 7 
dloe — —— _— : Jloe 3 t+ada....a 
| (a ta.. ‚al Y? hir ei 


\ccuralius examinemus casum „uo fil 


mn 
[ 
n(n-+1) 


ınde elementa a” ad numerum 


uneis includendo aut non includendo, prout ista reduclio facta est aut non facta 


reducere licet. Differentialia parlialia 


est. habetur, si 2 et A inter se diversi sunt. 
oR oR ch oR oR 
(320) dad Ta E ©) da‘ 
Desionanle AR Determinans 


RB = 240..." 


n 
conslat per nolas Delerminanlium proprielates, si aequaliones (17.) locum ha- 


heani. eliam fileri 
ocR oR 


N ad Mi; 0 a’) ? 
k i 


u 
F 


unde 


N sl i) 


ie r 
19 Te R ) 4 5 oR 
j "ga" 
C a, 
Cum in symbolis adhibitis varialiones da‘ vel Aal ab ipsis «U independentes 


sint. ex aequationibus (17.) non eliam varialionum aequalitas sequilur, unde in 


formanda Determinanlis varialione pro diversis haberi debent da‘ et da” vel 
25 * 











- 
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/a,' el Ja’, ideoque post institutam ipsius Z£ varialionem demum aequalio- 
num (17.) usus faciendus est. At observandum est, in Determinantis varialione 
binorum elementorum a“) et a‘ varialionum lantum summam obvenire, cum 


per (1=.) et (19.) habeatur. 


OR OR. . oR | -L; 
I a ee, 7 ı(- da 9 en, 
oa‘) oa" . oa, Ä 7 
Ouae formula docet. in Delerminante AR etliam ante eius varialionem insliluendanm 
poni posse «a a’, modo ipsi N) ee da tribuatur valor 10a -- da! 


Vuolies igitur aequationes (17.) locum habent sive fit 
04 Op; 
m; . m; 


Fa, ” By 


valebunt adhuc aequaltiones (16.). etsi Determinantis elementa ad numerum 
n.n+-1l . j 
inter se inaequalium revocenlur, dummodo staluatur 
4 °F Fri 
. m—! r N ;—1 \ 
dr“ 2 


Quod sı ?gilur aequationes differentiales propositae (14.) da comparatae 


20 ‚dt = du® — da da. 


sun! uf habealur 
4 IF, 
‘ nl DIE ? 
Of), . OE 
0% op, op: 
ı) dt ) d 
- mMı—I mn —1 d i 2 , NL, 
R LE tr: BI, \ O8, 


desegnante 3, Constantem, evanescel varialio I debiturque Multiplicator 
ee Rad A 
! Br; or Ei 
Cuims proposilionis applicatio infra dabitur. 

Observo ipsum R pro Determinante funetionali haberi posse; erit enim & 
Iunelionum f,. as .... f„ Determinans, si sola altissima differentialia ee), ur ) ete. 
pro variabilibus sumuntur quarum respeclu Determinans [ormetur. Quarım varia- 
bilium valores eum supponamus ex aequalionibus ( 14.) peli posse, non lieri potest 
ul Determinans A identice evanescat: alioquin enim functiones $,, $,, elc. earum 
variabilium respeelu non a se invicem independentes forent. V. Comm. de Det. 
Funct. $8$.3 sqq. Si vero per ipsas (14.) evanescil Determinans Zt, id indieio 
est, duo valorum variabilium systemata inter se aequalia evadere, unde aequa- 


lionum praeparalione quadam opus est qua radieibus duplieibus liberentur. 


.. 


lam praecepla seneralia variis applicabo exemplis. 
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w 


De Multiplicatore systematis aequationum differenlialium linearium. 


s. 17. 
Proponantur aequaliones differentiales lineares primi ordinis. 
dx 
vr A + An... + Zr, Mi: 
( 
dr, “ “ Z , 
/ d _ > dA, L, 4; JH) art 5 A, L, A 
dr, n ü 
77 Ar 2 -- AN... +29 A 
4 


quarum Goöllicientes A) solius £ funetiones designant. Syslemalis aequalio- 


num (1.) Multiplicator 4 definitur formula differentiali. 


diogM 0A, , 0A, An! 
di or, Ft a 
je { ‚A 
ir A, S, f 
unde 
a ' 7) ... 
= M -Si14, rA, +... ie de 


Hac formula eognito M, sequitur e $. 15., sö aequationes differentiales linea- 
res (1.) per quascunque n | aequationes integrales, n—! Constantibus 
Arbitrarüs afectas, ad unicam aequalionem differentialem primt ordınıs 
inter duas vartabiles reducanlur, eius quoque ullimae aequalbionıs integra- 
honem per Quadraturas absolvi posse. Quod hactenus non constabal nis! 
aequaliones quoque integrales reduelioni adhibilae lineares eranl. 
Aequalionibus (1.) alterum systema aequalionum dilferentialium Iimearium 


coniugalum est, 


dy, | 
Ay 2 Er Ar) »- 
dt Ayı TAıyz:::- Al ya}: 
dy. | 
4, v nr Ada I 
‘> dt n Ay As Ya ...77 e\ Ya 
dv, ER =. bu, 
di u FR A‘, wur 
Aequationibus (1.) respective per Yıs Yay ---- Y„ alque aequalionibus (.) 


respeclive per 2, X, .... 2, mulliplicalis omniumque aequationum prove- 


nientium additione facta, termini ad dextram positi omnino abeunl, expressio 


ad laevam autem fit differentiale aggregati &,y, - 23Y: 7 7,Y,5 unde 


inleoralione facla eruitur. 


4. IL, Yı + X,Yo m ze -- U,Yı — Const. 
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Quo! habentur aequalionum (3.) soluliones parlieulares, tot formula (4.) sup- 
pedilantur aequalionum (1.) Integralia, et quot habentur solutiones parliculares 
aequalionum (1.), tot eadem formula suppediltantur aequationum (3.) Integralia. 
\equalionum (3.) Multiplicator invenitur 


a u 
\- oJ Ah Az... +4" dt 


unde binorum systemalum aequalionum differentialium linearium inter se 


coniugalorum Multiplicatores M et N valoribus reciyrocis gaudent. 


Ä 


unetionum Yıs Ya» - +. Y„ denolemus n systemala a se independen- 


1 per 


Y a 3 
‘AM +2 


(A) (A) (4) 
tribuendo successive indiei superiori & valores I. 2, .... n. Unde aequatio- 
num (1.) proveniunt #2 Integralia huiusmodi, 
E . 2-(h) »_ nk) wi) > ’ 
fi — 4 l Y 1 . KL 2 Yy > ag A n Y n a Gr . 


designanlibus @,, a, .... , Constantes Arbitrarias. Secundum Multiplicaloris 


lefinilionem. initio huius Commentationis adhibitam. fit 


a. M —— > + fi, of: aa fr 
or, O8, 37} 


I 


ee 
Unde obtinetur formula. 
6. 2 E95 .72 yore 

(une sic directe demonstratur. 
Desioenanle enim Z2 Determinans ad laevam. fil 


oR 


dR 25 - dv!’ 
r yır) yı 
{ R r] 
= 5 IA’ MI 4” | (m) 2-Ch) N 
SI. nid Yi u A Y5 ri -A' Yn dt, 
extensa dupliei summatione ad omnes indieum 2 et %k valores 1. 2. ....n. 


Summando primum indieis A respeelu, evanescunt termini in A;. A; ete. ducti 
praeler eos qui in A} ducunlur, 


— A" J ok ıL oR v | ch dt 
BR WDR Au Pre BEE ODE 
‘ı en 


— — AU. RBRdi, 


sieuti notis Determinantium proprielalibus patet. Hinc altera summatio indieis ? 


respectu inslilula suggerit, 
dR — 4, +-4,.... 40 \dt, 


euius aequalionis integralione formula (6.) obtinetur. 
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Si aequationes differentiales lineares proponuntur quae altiora quam 
prima differentialia involvunt, secundum $. 14. (5.) stalim earum quoque Mul- 


tiplicator oblinelur. PBreviltatis causa duas tanlum eonsideremus aequaliones. 


ee TE Lem. a ginn 
at! on en 5 
| Iy a 

3 EB 

R di dt’ 

‘. \ p / N ii 
e'r ! f) se ‘ LK 
dr! dt dt 

BR „di 
-By-B = Ban DDR n 
| . dt a . 


in quibus Coöffiecientes A, A, etc. solius / funeliones designant; fit earum 


aequationum Multiplicator. 


! 


Ben u e ( 
M — e SA, B,-ı\ u 
Ponamus, addendo aequaliones (7.) respeclive per 4 et u multiplicatas produei 


aequalionem per se integrabilem: secundum eonditiones integrabililalis feri debet. 


‘ 


‚ gPp 3» pl e pP? | a \ 
| d I REN d (Aymı nn, |_ d ' 4A, h 2 I au A. U BR + Ai ’ Yu 
dt det! di?” 
I. —1 R' f 2 RB R' 
l' d’ 3 (B, ci . v a—1M ! ( ' % O- 7 > ie Q—?2 e f 
L — — ieh: un 2.2 q en un ud sa OR, ; Bı--Bu 
\ dt! dt | e- 


quod est aequationum differentialium svstema proposito coniugalum. Quod. si 
p et q inter se inaequales sunt,. non ea gaudet forma qua $. 14. supposu 
aequaliones differentiales exhibitas esse. videlicet ut altissima differenlialia in- 
venianlur per inferiora ipsasque variabiles expressa. Si p>g, ul ea forma 
obtineatur, aequalio posterior p—g— I vieibus iteratis differenlianda est et 


aequalionum ope provenienlium eliminanda sunt e priore Ipsius 4 differentialia 


superiora (g— 1)”. Hac eliminalione priorem aequalionem novi non ingre- 
diuntur termini (»— 1)” ipsius 4 differentiali affeeti. unde in ea immutalns 
p—1 
. . m . { vo. . 
manet unieus lerminus differentiale —— — implicans, 
dt 
PD 
dT 4 
rd „ Femae 
Eh 
y . . . * BEER UT u 
Porro in aequalione posteriore unicus extal terminus ipso 7 alfeclus. 
dt‘ 


—1 
du 


m, 
dt 
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Unde secundum $. 14. aequalionum (.). dielo modo praeparalarum, eruilur 
Multiplieator 





X PR (4, jr | 7 B,-ı 1 d | 
Videmus igitur, bina quoque svstemata coniugata (7.) et (8.) Multiplieatoribus 
Peciprocis oaudere. Similiter pro pluribus aequalionibus demonslralur, in svsie- 


male coniugalo per eliminaliones,. ad formam normalem obtinendam instituen- 


| eL- ) oo. dieeN .. ni 
das. hos non muları terminos qui valorem ipsius e- aflıeiunt. unde Tacıle 
l 


sequilur. binorum systemalum coniugatorum Multiplicatores semper evadere inter 
Se VECIPTOCOS. 

Observo. formam normalem aequationibus (8.) conciliari posse sine 
differentialionibus et eliminationibus, cum earum loco hoc pateat substitui 
posse svsiema aequalionum dilferentialium linearium primi ordinis inter p--g | 


ku 00 
varıaDııe>. 


di. ’ 
4 FR - A UM» An 
TR: / ? 
d, 
# ar y ‘ i ' 
di (4, be A ra iek / (. 
dby-ı 4: 
— vr 
dt L j 
N) 
du 
1} Ä 
di ‚B ı/ B, u It, 
du, 
nn Ba re 
di u q 
du, 
I — Bi DB’ un, 
u; \ 


Aequaliones (9.) eodem gaudent Multiplicatore N supra invento. Quod ad- 
notari meretur. Nam valor supra inventus N Multiplicatori aequalionum ($8.) 
conveniebat supponendo eas locum tenere aequalionum differentialium primi 
ordinis, in quibus praeter #, 7, « pro variabilibus habeantur 


/ da d? 2 a’? 


' "Tr / EEE 7° 2 Z 
(A) « | ur 
| du d? u U u, 
"1 FO ı SE, ; Aue 
dum aequationes (9.) sunt inter #, A, « aliasque variabiles 
han a 2 A 
(B.) l . [ l 


en ae en 


J—1' 
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au 


Aliis autem variabilibus introduetis vidimus in secundo Capile mulari Multipli- 


catorem. videlicet eum dividi per novarum variabilium Delterminans. ipsarum 





[ormatum variabilium respectu quarum loco introduelae sunt. Unde, eum utrique 
aequationum systemati 2dem conveniat Multiplicator N, sequitur, si quantitates (#.) 
per /, 4, u et quanlitales (A.) exprimantur. Determinans quantitatum (B.). 
ipsarum (4.) respeclu formatum, aequari Conslanli. ac reapse aequale inveni- 


ur unılatı. 


\equaliones dillerentiales secundi ordinis quarum assignare licet Multiplicatorem 


Exempla Enleriana. 


| S. 18. 

| Paullo immorabor applicalioni Iheoriae novi Mulliplicatoris ad aequaliones 
differenliales secundi ordinis inter duas variabiles, qui est casus simplieissimus 
post aequaliones dilferentiales primi ordinis. ad quas Kulerianus Multiplicatoı 


velertur. Ac primum per theoremata $$. 14, 15 tradita palet. 


. de; dıy ) 
„sı proponalur aequalio 4 4 B 0, ın qua A soltus 
Ei dr 
PR utriusque x el y funchones quaecungne sunt, alque integralione 
. dı j . . 7 i ER 
prima erualur Er u, dessgnunle u vartabelum x et v el Uonstantis 


Arbitrariae o functonem, fore alterum Integrale, 


er (Ada r 7 . E 
/ e i dy ud Const 
r Oct . 


4 


Onantilatem sub maiore inleerationis SIENO esse dillferentiale complelum. sie 


verilicari potestl. Nam ul aequalio differentialis proposila provenial differen- 


22 dd Bi 
'ialione aequalionis Tr u loeum habere debet aequalio zdentica, 
c tt O ti 
u Au-B —V®. 
JE oO) | 


ua ipsius @ respectu differentiata el per e/”“* multiplicala prodil. 


(Adx OU Adı om 


. 
Use 


Ost u > 
oOQa@ C& 
or or 
ae est condilio requisita. ul quanlitas 
OU, 
| lese (dv— udx 


UR 


differenliale completum sit, 
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Generalius e $$. 14, 15 sequitur, se proponatur aequatio, 
dey | Apf/dy\® , Op dy 
1. A wi r r\ Mc Me A DT 


ds? !* öy dx) T9dx'da! 
in qua el y et B variabilium x et y funcliones quaecunque sunt, alque 
. . .,„ dy . en 
‚ntegralione prima ınventum sıt ee, designante u voriabiium x el 

Fr 

y et Constantis Ärbitrariae « functionem, fieri aequationem inter x el y 
quaesılam, 

) „ou 

2. fe -——(dy—udz) — Const. 

> C%& 


Aequationis (1.) tractavit Kulerus specimina quibus ei integratio prima successil 
(Ef. Cale. Integr. Vol. I. Sect. I. Cap. VI. pgg. 162 sqq.). At aequationes dilfe- 
rentiales primi ordinis, ad quas ea ratione pervenit, lanta irrationalitate erant 
impliealae, ul de integratione directa desperans alia arlificia eircumspexerit. 
Atque missum facto Integrali invento contigit ei, aequationes differentiales secundi 
ordinis propositas differentiando alias deducere lineares, Coöfficientibus con- 
stantibus alfeclas, quarum nota integratio propositarum quoque ei suppeditavil 
integralionem completam. At per antecedentem formulam (2.) illarum aequa- 
tionum differentialium primi ordinis quamvis complicatarum assignare licet Mul- 
tiplicatores. Adiungam ipsam variabilium separationem, qua elucescat, revera 
adieetis illis Multiplieatoribus aequationes sponte integrabiles fore. 

Exempla Kuleriana forma paullo generaliori exhibebo, quod sine caleuli 
complicatione fteri potest. 


Exem plu m I. 


d’y wär 
y?2 .L, -— I Iv— er =). 
I dar? dx rn 


(b et e Constantes.) 


Secundum Kulerum aequationis propositae fit Integrale primum, quod 
si placet dilferentiando comprobare licet. 


(Ar \’ TLIAUm RR dy 
Y . ) w b F 2 ; "als en l (b y -.) C 2 ) Y YV } R 
r dr " dx ı w / 


"AR 
er by’z— 2beyz-cz — au, 
designante «@ Conslantem Arbilrariam. Cuius aequalionis resolutione erualur 
dy 
y— —=yu=v, 
dr , 


desionante © radicem aequalionis cubicae 
3. v"-+bruUy(by— I3cer)v 


a, 6) N 


cr --EUvx Wert -- cr — eo. 
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Comparando aequationem differentialem propositam cum (1.) fit 
p = Nlogy, u u yi, 


unde secundum (2.) invenitur alterum Integrale 
'. ou or ’ 
/r: ne — ud.) — (2 (ydy—vda) — Const. 


Fil aulem e@ 3) 
o®v j l 
oa 3ve+2bxr vo+y(by—3er)' 
Quem aequalionis ydy— vdz—=0 Multiplicalorem esse, propter ipsius v irra- 
tionalitatem non facile cognoseitur, et minus adhuc separatio variabilium in 
promiu est. Quam sie assequor. 
Aequationem (3.) bene vidit Eulerus hac ralione exhiberi posse. 


br. Be 


posito 
34 c 
/ v-+- Ay —ır, 
Ze } 
- » 14 
5) f' v--AMYyY+—r, 
!. 
. we Ce 
f'= v-+-My+-—T, 
| . i A'' 


designanlibus A, 4‘, A radices diversas aequalionis cubicae. 
6. 2 +-b.—c = 0), 
unde 4-+4--47=0, 444" = ce. Ex aequalionibus (4.) et (5.) sequitur 


RE; _ of a 5 ov 





0@ 0@ 0@ du 
ik 1 
PPAPFFIP 
unde expressio 
ydy—vdı 


Fr +ff+tf 
fieri debet differentiale ar mean autem e (9.): 
daf—-F) = W—H)\dy— ıde), 
Biss 1 ar .)(dy— de), 
d(f—f') = (K—4)(dy—i'dı). 
fd. FH A NH A) 
— A.«(ydy—vde), 
siquidem ponitur 
A = WW) HR — A)" (1) 
— (. -M)A— WA) — 


29 * 
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alque adnolatur fieri 


Mi‘ al KL An 2 
1 / y ar — 0) 
Hine subslitutendo 4’ — (4-4) il 


Kydy—vda) = 4 [-+f)df—d.f[f‘} 
BR 2 (f" - df on d.ff‘\ , 
unde denuo substituendo, quod e (4.) sequilur, 
= „, df Fr u 
d.ff" — er “ d.ff Es — f’f 2.0 
/ / 
eruttur 
yd) vdr | I jAdfı Wdfi 
PEPFTHE TAT TN 
Quod per se integrabile est atque nihilo aequiparatum integratumque suppeditat: 


logf log f’ 


\ Const.. 
). rK 


quod alterum Integrale est. 


Exemplum IH. 
d?, dy\° 

yet ( ) — ıuy?+bi?’—ce=0. 

a } dx wi 

(a, b, e Constantes.) 
Secundum Kulerum huius aequationis inlegralione prima  oblinetur 
vdyv—vdr-=0, designante © radicem aequalionis biquadraticae. 

c—br? Hr) 


y 


(£. 


‘. aa— +b)y’— (abx’-- av’ —4bxv) ( 


alque @ Conslanlem Arbitrariam. Comparando aequationem differenlialem pro- 
posilam cum (1.) fit 
go —_ley, ey, 
ınde e (2.) eruilur aequatio integralis inter x et y quaesita. 
[x Er dy—udı) = /Z Ze — Gonst. 
Ponamus « ,--4,6==44, abil (7.) in hanc formam, 
Sg, .— Ay —-?2 


Bw — Na) Me —ır)‘ 


IC — Aka? L »?) r ER 


Ponalur 
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unde 
u | / a ‚ - Ei 
z=p-+p', v — Ip--ip, 
IV. u oo v-+ Y(A2) or , FEW v—y(Al)ı 
.p--YA.p = —a— ..p— y1..p 
] } yA+yi - 7 / yvA—y4' 
abit (S.) in hanc aequationem. 
i „ry € . 9 w Ti I 
11. DE ee Tec, u BE v2 
AR 2 OR. AR, 
u); u; YUA—Ay2 N 
Hine Al 
‘’) A f 7 \ De / 
12. y = yle-+-App) -yle-+4p'p 
siquidem ponitur 
ww; & N C [44 © 
13. € ZZ 1 0" 2: en = N 
4A—A)? I 2 A— 4) 4a —ı) I 2 —A 
ü formulis (9.) et (13.) sequitur 
.. 7 A | Ov 
oa ; "GE 7 ou ? 
O8 u oe a l 
,, ug el (A— 4)? 
unde e (12.) obtinetur, 
Il ov 
14. er u — We 5 Er - E. s = . 
y ou S(A— A) IM p'Yte+App) — Apy(e App)! 


qui fieri debet Multiplicator aequationis ydy—vde—0. Ac reapse inveni- 
tur e (10.) et (12.). 
\ Apdp A p' dp‘ 


ydy—vds = |- I 2_1 __ILE[ f/le-l} Ly(e' 4-2 p'p')\ 
: (Y(e+App) 1 (+4 pp) ıy\e „pp ‚ „pp, 
—/ dp | dp‘ h „pP ,p \ 

— thpyle+Ap/p)—)'p‘ y(e-H-App)\ )- dp . dp \ 


I 'ytetrpp) vie tMpip 
Unde per factorem (14.) atque substitutionem (9.) aequalionem differentialem. 
ydy—vdxe—0, in aliam mulamus, in qua variabiles separalae sunt. 


ce ap‘ = 0 

v(e+Aipp vi +4pp) 
Cuius inlegralione prodit: 

a a 

y%k.» + yie A»Pp) 

BIETE ERBE a) Pula 


IV. pt Vle+ Apr) 


Ponendo autem 
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Ya+y)y+v-yAN)z = A, 
(YA—yl)y+-v—y)AN)ce=B, 
(yA—yiA)y—v--yYAN)ıe = C, 
fit e (10.) et (11.) post caleulos faciles, 
| u u AB-+e 
Y‚+-PTrVyeTr+PP) = 2a —4)y . 
AC—c 


„.p+y(e-+-App) = ——. 
} } ) } \ | / / ) (A —3)')y 
Unde aequatio inlegralis invenla sic exhiberi potest, 


(AB+ey/* ka 
(AC — e/? 


ubi 7 est nova Constans Arbitraria alque quantitas v, quae ipsas A, B, C affıcit. 


DZ 73 


est radix aequationis biquadraticae (7.),. porro 4 et 4’ sunt radices diversae 
aequalionis quadraticae #?— al --b=0. 

Integrationem his duobus exemplis praestitam etiam assequi licuissel 
ponendo cum Kulero de —y dt, et aequalionem differentialem secundi ordinis 
exemplo primo propositam semnel, exemplo secundo propositam bes differentiando. 
ita ut 2 pro variabili independente habeatur. Quo facto respeclive pervenitur 
ad aequationes differentiales lineares tertii et quarti ordinis, quae Coäfficienti- 
bus gaudent constanlibus nolisque methodis integrantur. 


De Mulliplicatore systematis aequationum differentialium vulgarium quod mediante solutione 
complela unius aequationis differentialis partialis primi ordinis integratur. 


g. 19. 


Sysiema aequationum differentialium vulgarium proponatur hoc, 





dıy, oY dp, ) op | op ! 

x — 7 u a re Eu Pı a 7a “ 

dt op, dt to, ol 

A 

Hd m’ au a, rar 
1. 

dar 09 dp» op, „2m 

Bi Opn ’ we 7-7 WE: V)’ 

4 DB | al: Ö 
Ku EEE 0 7 
dt op, OP3 OPn 


ubi y est functio quaecunque quanlilatum Q,, Ga +++ Ins V, Pı> Pas --.. Pr 
Desienante M aequationum (1.) Multiplicatorem. secundum formulas nostras ge- 


rales fit 
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dlogM y) u Zn Oo’ | 09 
_— =— er <a 5 - Pi 3y3_ (TNGT 
di oOpiom | oqiopi oV/om’)' odlI 
h HR op ot 
0 'p, te EEE. ..4 Pr - Ei 
op, "op, OPn ) 
oV ’ 
tribuendo indiei 2 valores 1. ?,. .... 2%. Unde reieclis terminis se destruen- 
tibus obtinetur, ü dlog M 30 
—— en. 
di oV 


(Juae evanesecit expressio si p ipsa V vacat. (uoties igilur functio y ab 
ipsa V vacua est, aequationum (1.) Multiplicatorem unitati aequare licet. 
Aequationum (1.) habelur Integrale unum. 





a. gu 
designante % Constantem. In ea aequatione ponatur 
oV OV oV 
4. Mn hen ++ Mo 
co, O4a 3 © An 


obtinetur aequatio differentialis partialis primi ordinis, in qua W est funetio 

quaesita alque 9, 9» »-.. 4, Sunt variabiles independentes. Faciamus in- 

venlam esse eius aequalionis differenlialis partialis solutionem quamcunque W, 

dico aequaliones (4.) tolidem esse aequaliones integrales, quibus aequaliones 

differentiales vulgares (1.) gaudere possint. Nam differentiando ex. gr. earum 
ol 


yrimam —— —», 0 el substituendo aequationes differentiales (1.) prodit. 
N öq, | | 





IP 0,09 ,, 8 


5. 1028 —0 
"Pay 


v og, oi Opi | og, 
Cui aequationi satislit substituendo ipsorum p,. p, elec. valores (4.). Nimirum 
e suppositione facla aequatio (3.) identica evadit substituendo (4.) solulionisque 
V valorem, eam autem aequalionem identicam ipsius g, respeelu differenliando 
prodit aequalio in quam abit (5.) per aequaliones (4.). Ztaque aequationes (4.) 
una cum ipsa aequatione, quaV per q.. Gr» .... q, definiri ponitur, con- 
stituunt systema n-,- 1 aequationum inlegralium idque tale e quo differen- 
tiando ıpsasque aequationes differentiales propositas substituendo deducere 
non licet aequationes integrales novas. Scilicet aequaliones provenientes (5.) 
per illas n-/-1 aequationes identicas fieri vidimus. 

Constans A ubi servat significationem generalem ingredi debet solutio- 


N 


nem quamceunque V unde, data W, differentiale quoque partiale , assignare 
on 


licebit, quod per x designabo. Erit per (1.), (3.). (4.). 


6 dz Au o:V Op op op 0% 2 
dt Toeham com Oh :] u oV 








ÖL 
> 
N 
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r‚ 





n] D ‚ . . . Y D . . © 

Si solutio V aliquam involvil Consltantem Arbitrariam « alque ponitur A 
[044 . 
sımiliter eril 
1 a FE 
dt caocm Opi 0 oV oV- 

iu 2 . oV 

Scilicel lunelio g, substituendo datam solutionem Y atque ponendo 9; ==—., 
Oo fi 


idenlice aequatur Conslanli 4 ideoque post eam subslitutionem differentiata ipsius 
vespeelu unilali aequalur, differentiala ipsius @ respeclu evanescit. E (2.) 
et (7.) sequitur. 
dioegeM — —ndlogy, 


ideoque fi 


5. yM—= (EIYM= 5, 


c&« 


designanle ‚7 Conslantem.  Haec formula docet. Multiplicatori M competere 


: e . ’ R R \o Vı- 
valorem qui per aequaliones integrales (3.) et (4.) aequelur quanlitali |; fon 
5 ( 


O!bservo adhuc. e binis formulis (6.) et (7.) sequi 
ydz—zdy = ydt, 
unde. designante U funelionem quanlitatum y et x homogeneam ralionalem 
I)" ordinis, assignari poterit integrale /U dt. Si solutio W plures Con- 
stantes Arbilrarias involvit. tolidem habebuntur aequationes (8.), binarumque 
divisione oblinebuntur aequaliones inlegrales, invenlis (93.) ei (4.) accedentes. 
Si funelio g ab ipsa F vacua est ideoque H== 1, aequationes (8.) per se 
sun! aequationes inlegrales. 


Si habelur solutio compteta V==F', n Gonstanles Arbitrarias &,. &. .... €, 


oF 
involvens. ponilturque — = u;. fit systema aequationum integralium complelarum. 
Cu ; fi 
0 OF oF oF 
1 ==, 4 —_— 1 U, —— rd, [un 3 u Ba: U, 
om, oM, Ofn 
” 7 Te Din 
{ A ‚? 231, - -M ne ...; .—ß, ‚= (), 
| Un “ 2 N Un 
designantibus 9,» +»... 9, alias Constantes Arbilrarias. Si ex his aequa- 


lionibus peluntur valores quantitalum 4, @;. P;. alque functionum iis aequi- 
valentium formantur Determinantia partaba, in quibus una quantitatum g;. 
p:» V pro Constante, reliquae pro variabilibus habentur. ea aequare debent 


quantitales ad dexiram aequationum dillerentialium (1.) positas, in Mult- 


»licatorem ductas. Supersedere resolultioni aequationum (9.) el immediale 
4 


aaa ‚_y sl | un. 2 
funetionum F—V, -p, ele. sumere possumus Delerminantia parlialia. 


Od 
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u % 


dummodo ea dividimus per earundem funelionum Determinans. quantilalum 4, 
;. 9; respectu formatum. Qua de re Cap. I. egi. Determinantia funetio- 


’ 


nalia hie obvenientia in alia simpliciora redeunt, proplerea quod quanlilates 


”, pP» Pr»... 9. tanlum in n--1 prioribus aequalionum (9.), quanlitates 
Fir Press. Pu, tantum in 2 — 1 posterioribus, singulae in singulis repre- 
henduntur. Sie Determinans, quantilatum 2, «;, /; respectu formalum, quod 
per V designabo. aequalur Determinanti funelionum ab ipsis 9, vacuarım. 
pi öF_ or OF 

og 0q Of 
solarum A el @,. @2, .... @, respeclu formalo. Determinans parliale. in quo 
g. pro Constante habetur et quod per (q,) designabo. aequalur Delerminanli 
funelionum 

", u, Ma 

tt, ’ [A Pace Un. 
formalo solarum respeclu 9,» 45» =»: + 9: Per theorema aulem in Comment. 


de Determinantibus functionalibus comprobato, quod Determinantia speetat 
lunelionum communi denominatore praedilarum,, fil 


ÜÜUn 


f 


(1) = WW" Q. = ( 


posilo 


m Sr ou, ou, Oli, 
a og, 09; PTR OqM Bi ? 
ubi formanlur Determinanlis @, termini permulando omnimodis funeliones u,. 
’ 2 ol mp a 
U. 2... U,. Substituendo autem valores %;=- —— et differenlialionum ordi- 
04; 
nem invertendo sequitur, Determinans Q, fieri Determinans funetionum 
‚ öF OF ör 
FA Pe i 
oq, O4, 6) In—1 


yuanlılalum &,, &y, .... 0, respectu formalum. Tam aequalionem identicam. 





ı dF OF or 
a: U» ee Uns F\, ’ “ r were . ) h, 
0, Of, On i 
differentiando respeetu quantitatum A, &,. 0%, .... @,, quibus ipsae F, — ete. 
OA 
uch 
nn a . dd n * [8) I: “ . . 
affieiuntur. seribendoque V et p; ipsarum F' et 7— loco, obtinentur inter in- 
oMi Ä 
0% op j ’ ; ' 
cogmilas =, el 37, aequaliones 2-;- | lineares. quarum resolutione invenilur 
oO _ 0, 
OPn ö V 
unde 
(An) op \OFı 
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Kadem ralione veneraliter, ubi vocamus (4;) funetionum (9.) Determinans par- 
tiale in quo 9; pro Constante habetur, invenitur 


0 (q:) \oF\” og 
i Y da, pi j 
\ocando FF funetionum 
ol oF oF 
og, LP en Öff 


Determinans, quanlitatum &,. &,s »... «, respectu formalum, earundem n | 
aequationum linearium resolutione eruitur, 


op __W 
1 ee 


Funetionum (9.) Determinans parliale (p,). in quo pP, pro Constante habelur. 
aequalur Determinanli funelionum 
oF 7 


' 12 Un—1 
te a? 
quanlitalum 9» Ss .... q, respeclu formalo. Invertendo autem ordinem dil- 


r 
1 


» er . vg 1% | © Sa . » 
ferentiationum in dilferenlialibus ipsius - alque similes adhibendo formulas 
ln 


earum quibus supra (g,) ad @, revocavi. redit w;(p,) in differentiam Deter- 
minantis P, funclionum 
o F OF ol 
F\ —, > a Br > . 
oqı, O (a oO In 
quanlitatum 4,» &,s as .... @, respectu formali, alque Determinanlis funelio- 
nalis modo adhibiti ##° per —— multiplieati, sive fil 
O An 
/OF\" oF ‚ , 
( ) Pi) P—- —.BiJi P,—p,W. 
On O (n 


Adiieciendo aulem n- 1 aequalionibus linearibus commemoralis aliam prove- 


nientem ex aequalione == A, quanlitatis q, respectu differentiala. eruitur per 


rn "m 


. \ ’ ot ot 04 op 
eliminationem quanlıtalum - #2 - E. N N 
oV op,’ op, OP. 
Fre ah 
Or 
Unde fit 
pP.) (OFı"ı\P., mi (oFi" \09 ı opt, 
ns Bar a ra ee TAzFE 
, Gn V UV UUXn O In ( 


eademque ralione obtinetur generaliter, ubi (p;) est functionum (9.) Determi- 
nans parliale in quo habelur p; pro Constante, 


ff Pi) (oFı- ‚og Ö fi 
vn | am rovN 


2 &,) 
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Quae paullo difhieiliora erant indagatu. Postremo funelionum (9.) Determinans 
parliale (WV), in quo habetur V pro Constante. aequale erit funelionum 


F t, HM, Uni 
I 


. 


en 
Deierminanti, quantitatum 9,, 9» -... 4, respectu formato. OQuod adhibend: 
notationem supra traditam fieri patel 


7 0 F od F . re F 
@ ee wWr 8: +. ”— (4). 
oa, O4, Oo, 
unde secundum (10.) invenitur: 
a El RENT I, Sp 0 2 1, 0# 
w. _ e \ Wi l . E P: + V u on T P: . \* 
\V, Un cp, OP5 OPn 


"ormulae (10.), (11.), (12.) docent, funetionum ad laevam aequalionum (9.) 


positarum Determinanlia parlialia aequari quanlitalibus ad dexiram acquationun 


" 


differentialium (1.) positis, per factorem communem j-—,  multiplicalis. Ka 
0 &, 

Determinantia partialia autem sunt ut differentialia dg;. dp;. dV. Unde anle- 

cedentibus continelur demonstratio direeta, aequationes differentiales propositas e 


formulis (9.) dilferentialis per aequalionum linearium resolutionem fluere easıu 


en a 


RER arıy“” ” ’ 
Multiplicatlore gaudere ‚— | ,„ qualis e formula (8.) obtinebatur. Quam de- 


oa,„) 
monstralionem hie breviter indicasse placuit. cum ad illustirandam Determinan- 
ium theoriam faciat. 
Casu quo p ab ipsa V vacua est cum cognitus sit Multiplieator, videa- 
mus, quid sit quod ea cognitione lucremur in exemplo simplieissimo quo n 
Tributo Constanli 4 valore partieulari. substituamus aequalioni y = A aliam 
qua ipsius p, valor per q,. g,. pP, exhibelur, ita ut aequaliones differentiale: 
proponanlur sequentes, 
13. dg:dg.:dp, = Zar: —-1:— PR: 
oo», O4, 
Quarum Mulliplieatorem palel unzfat aequari, cum summa differentialium quan- 
titatum ad dextram, respeclive secundum Yi» 9, P, Sumtorum,. evanescal. Undi 
si post primam integralionem exprimilur p, per q,. 9, et Constanlem Arbitra- 
riam @, secundum prineipium ultimi Multiplicatoris fi alterum Integrale. 
14. / Ze dyı- = dy., — Const. 
Ä Ip, 


Sub integralionis signo haberi differentiale completum, e Lagrangiana aequa- 


tionum differentialium partialium theoria sie probatur. Nam cum expressis p, e| 
p; per g, et 9 fieri debeat p,dg,-+-p,dg, differentiale completum atque pP, per 
30 * 
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4,» 4, Pı expressum delur, pro p, talis sumi debet quantitatum g, et 4, funetio 
quae salisfaciat condilioni. 

op, == OP; op, BY OP, 0), 

Offe op, 0ı oAı 
Qualen funelionem,. e theoria aequalionum differentialium partialium primi 
ordinis Örearium constat, e quocunque Integrali aeqnationum differentialium 
vulgarium (13.) erw.  Quod ubi Constantem Arbitrariam « implieat, eandem 
implieanunt valores ipsarum p, et p, per g, et g, exhibili, qui expressionem 
p,dg, -p,dg, inteerabilem reddebant. Quae secundum Constantem « diffe- 
venliala rursus prodire debet expressio integrabilis, sive expressio 
Op 
opı 


evadere debet differentiale completum. ©. D. E. Simul videmus, Integrale ( 14.) 


op. op, 


op, | 
pr ‚dq.- dg:, 


( 


co» 
—dg, Ä ‚——dg = 
00a oo», OU 

obtineri aequiparando novae Constanti Arbitrariae differentiale partiale solulionis 
v— /\p,dg --p,dgq;\, ipsius « respectu sumltum, id quod cum supra ex- 


posilis eonvenil. 


De Multiplicatore aequalionum dilferenlialium vulgarium systemalis quod medianle solutione 
complela problematis Pfaffiani integratur. Conditiones ut aequatio differentialis vulgaris 


linearis primi ordinis inter p variabıles per pauciores quam }p aequationes integrari possit. 


S. 20. 

Problema Pfaffianum voco inteerationem singularis aeqnationis dil- 
lerenlialis linearis primi ordinis inter numerum variabilium parem per semissem 
aequalionum Äinilarum numerum. Sit aequalio dilferenlialis singularis proposita, 

. de Ze... a 
designantibus ÄA,. A, ele. variabilium z,. 2» .... X funcliones quascunque. 
(Jua inlegrala per numerum 2 aequalionum, totidem Constlanlibus Arbitrariis 
alfeelarum,. demonstravi Diar. Crell. Vol. XV. pgg. 148 sgg., praestari in- 


tegralionem completam systemalis aequalionum differenlialium sequenlis, 


A408 == * 4,02, 7 03 42,....4 m lim: 
ji A,dt = —a.de, “ 4,3 02,.... 4 Gm Alam; 
| » OR | nr Meer. Ar MPU ı ze : 
ubi 
3. 2. = el, en = nn i da; 0. 
OXCk Or; 
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Dedi in Diario ÜCrell. Vol. II. pgg. 354 sg. vesolutionem algebraicam ge- 
neralem aequationum linearium ad instar aequalionum (2.) lormatarum.  Uuius 
ope exhibitis aequationibus differentialibus forma proporlionum nobis usilala. 


4 : 4 = f 
a 1 * . [3 . * . . - 


ae / m 


WE ? 757 7 er : . 


investigemus formulam qua aequationum (4.) Multiplieator definiatur sive valo- 


rem expressionis 


pr © A I o A 7 ra A Im d loo M 
O. N . a - u Fr Z Eu. A; . 
OX, ON, OLom d.r, 


Auspicabor ab aequalionum linearium (2.) resolutione quae sie proponi poles! 
Deriventur de produclo 
er er 

alii similes termini, mulando indices 2. 3,.... Ym—!, m respeelive In 
3 Sn... 220,2, eandemque indieum commutalionem repetendo. doneec ad ler- 
minum primilivum reditur, id quod suggerit ? u» — I terminos diversos. Ea ralione 
indieum certo ordine proposito, si quisque eorum in proxime sequentem, ullimus 
in primum mulalur idque repelitur dum ad ordinem indieum primitivum redilur, 
dicam indeces cyclum percurrere. Postquam e produclo proposilo an — I ler- 
mini dedueli sunt per eyelum, quem indices ), 3, .... 222 lecimus pereurrere, 
rursus in eorum lerminorum unoquoque ponamus indices Jm — 3 postremos evelum 
perceurrere, unde naneciseimur terminorum numerum ("m —I)(!m— 5). In eorun 
Ierminorum unoquoque rursus ponamus indices Yan—) posiremos eyelum pereurrere. 
erit terminorum diversorum provenientium numerus tolalis "\aa— 1) !an—s) Nm 


Ita pergendo donec postremo soli tres indices postremi eyelum percurrant. pro- 


ducla 3.9.... (2m — 1) ex uno proposito deducla erunt, quorum omnium aggrega- 
tm BR vocemus. Sit ex. gr. m ==), erit R aggregalum guendecim terminorum. 
da d;; U; + do d; ; el, “| 4 d; 6 d,; 


da, U,; BE m da 4,05; | ds d,> d-.s 


74440230 A ,0, A; Ad, 


5,3 46,2 

-- ds di; 2 d;; :- dı5 du 3 do u / Ze / ee / Due 

- do 3 ds; + do Ay, 4 U; ; ds l,; dyı- 
yuorum quinque in prima verlicali ex eorum uno derivanlur, idenlidem mutando 
indices 2, 3, 4 5, 6 in 3. 4, 5, 6. 2; terni iuxla positi indieibus tribus poste- 
rioribus eyelum pereurrenlibus ex uno eorum fluunt. Aggregalum ZR fit deno- 


minator communis expressionum algebraicarum quibus valores incognitarum ex- 
hibentur. Numeratorum autem Coöffieientes, qui dueuntur in terminos ad laevamı 


aequationum linearium conslilutos, sunt ipsius AR differentialia, quanlitatum «@;, 








L 
wo 
J 
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vespectu sumla, ita ul aequalionum (2.) resolutione proveniant valores. 





dr oR m oR 5 
di cdı.2 codı2m 
dı. oR . IR , 
- } R — r A, ” u EEE 7 — Ä Iın *® 
ya“ di ®; dı.2 [6 (3, 2m B 


R a . ch & oR 


t © dj On 


Ä, 


O d2,2m 
Aggregalum Jr gaudet proprielalibus plane analogis earum quae de Determinan- 


libus eireumferuntur. Quarum eravissima ea est ul bins endicum 1.\2..... m 


nr wer) c 
, 


inter se permulatis semul omnes ipsius Rt termin: valores oppostlos In- 


duant sdeoque ipsum R in valorem oppostlum abeat. Porro fit 


oR , oR I coR 
Ö. R = a: — +4; .... +-4,:= ’ 
4 Odıi Odz,; x ns O lım.: 


ei quoties 2 ei Ä inter se diversi sunt. 


u oR oR oR 
‘ () d,:;- — i 


er a —n 


Im,ı 


4, 


a da Om, 


ubi terminus in @;,; duclus ommittendus est. Designantibus ?, ”‘, 2 elc. in- 
dices inter se diversos, si sumunlur differentialia partiali: 
Ö / t © . R 


— u: 
( dl ‘ ( (dl; ie O dies ‘“ 


ca erunl aggregala ad instar aggregali RR formata, respective reiectis Coefli- 
cientium binis, quatuor ete. seriebus cum horizonlalibus tum verticalibus, eritque 
9: R ö:R ö:R 


=, = Sem 
Od, ‚Od 44“ 


Oo (t; ie Oo a it ou; zu 5 d;., u 
His rebus praemissis, quarum demonstralionem aliis relinquo vel ad alium locum 
relego, Multiplicator quaesitus sie invenilur. Sequitur e (5*.), siquidem signo 


summalorio subseribuntur indices quorum respectu summalio instituenda est. 


1» AR 
da ” C L r 
0 R m A - _ = P ” _. 
di | We 
und: 
„ oR 
Mr A 0.=— e a 
10 oA, | 04, | L odhn ie  : 0 Ua,i ._ıy #, BR oA, 
®, N, O2, O Kor ai or, ai OMei or; s 
ubi indieibus « et 2 tribuuntur valores I. \)..... 2m, solis ommissis valoribus 
622 Nor . oR 
} #. Examinemus formulae (10.) summam priorem. Aggregali cum 
nn ” Ole, i 


tierıminus nullus afficiatur elemento cuius alter index est « aut 2, fit 
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Olla.i BE du R Odx,! 
OX; 1 00: 9a,ı Omi ' 
.- am —2)(2m—3) en | | 
summatione duplici ad omnes une Ye on combinationes extensa, quibus 


indices % et 7 valores obtinent et inter se et ab ipsis «@ el ? diversos. E for- 
mula antecedente sequitur, 


oR 
GO: 5 .- 
u Ola, i SG © :R ar Oo dr! 
OX; ik, OUa,i Oarı OX: 


ubi indieum ?, 4, 2 valores in quoque termino sub signo summaltorio et inter 
se et ab indice @ diversi sunt, ipsi 2 valores I, ?, .... 22 conveniunt. bi- 


norum A et Z valores non inter se permutari debent. Unde triplex summa 


?m— 1) 2m —?)?!m-—3 


eonllatur e wen — terminis huiusmodi. 
o:R O1, Ida; oa; rl 
9a,i0a, ıYT dXi OXk 9x1)’ 


qui obtinentur sumendo pro indieibus 2, Ak, 7 ternos diversos ex indieibus 
I. 22... e—l. @--1,.... 2m. At substituendo quanlitatum «a; , valores (3.). 
ternorum terminorum uneis inclusorum summa. 


omı , Oai , dar 


Er OXk OX] 


identice evaneseil, ideoque pro quoque ipsius « valore fit. 


cR 
O. a 
j y OCx.; 
| l * 2 B nn u. _— ( ). 
08 


sive formulae (10.) prior summa evanescit. Alterius summae valor facile in- 
venitur permutando indices @ et 2 formulamque (6.) in auxilium vocando, quae 
summala pro omnibus indieis 2 valoribus suppeditat. 


. oR 
Ed: — Im.R. 
Olla,i 


ai 


Hine enim fit. 





< oR Au BR LS_ o R oO & 6, Ä;) nr © ER u R 
PR . = 37-5 re. 5-7 —4,; = mn. 
ai OGa,i oKi ai O(Aa,i OX; OKa ai Ola,: 
Unde iam formula (10.) in hanc abit. 
a Oo A A 0 A r 
12. tt, ,,, I mR. 
10) Rn f (6) U 6) Km 


dloe M 
dt 


Cuius formulae pars laeva cum secundum (5.) et (9.) ipsi — # aeque- 











iX 
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ur. aequalionum dilferentialium (4.) Multiplicatorem slaluere lice! 
Ba. Ber". 


Docel ea formula, aequalionibus differentialibus (4.) complete integralis ad 





eruendam relalionem inter 2 ei variabiles .r, nulla amplius opus esse Quadra- 


tura. sed valorem inlegralis 
Rd; | 
/ E-- Const. 


exhiberi posse per logarilhmum Determinantis functionum quae Constanlibus 
\rbitrariis aequanlur. 

Ponamus quod semper licet A, == — I sinique Coöfficientes reliqui 
onmes A,. Ay, .... N,,_, a variabili z,, vacui. redit problema Pfuffienum 
in hoc. uf erpressio differentialis m — | variabilium 

A,dz,+-A,da..... > Re: 7° En 


per m-— | aequaliones finitas reddatur differentiale completum d.&;,. Sei- 


la 


licel ea re ellecla, oblinelur 22" aequalio per solas Quadraturas. 


2m + Const. IX 42. +- 88... + ..,.d2... 


2 2m— 1} 


Ko cası evanesceunt omnes quanlilates «@;,, ideoque ipsum quoque d/, unde 





aequationes differentiales (2.) in has abeunt. 


IE ax dı» dr; R Usa dr; wur Gm ; F 
14 \ 0 = a,dz, x EEE nn ta 
! 
v zn dıe,- er £ 7 Am 1302; A a 2. 


Quarıum una e reliquis Auit. sieuti sequitur summando aequaltiones respeclive per 
oR oR oR nö n 
i ER — multiplicatas. Evanescenlibus «,,, evanescunl 
oOdı'n © (2, 2m O Ü2m—1,tm 
a vr .. u , ’ a. 
et ipsum St el omnia ipsius A differentialia —— . in quibus neuter indicum > 
Tr 


I A 


et A ipsi 2m aequatur. Unde e (9.) fit. 


of oR oh 
4, “ A ) Ben - . . . . As 1 = = 


Od. 2m " Ütl2 2m Ollım—1,?n 


A,, Ä, A, +-Ä, A; ’e...i ss Am Pe 


i 


Cum 4,, a variabili x,, vacua sit. formula (12.) abit in hanc. 


- oA | 04 o Asn—ı 
15. —1*.-,,..7— —=0. 
GE OS Omi 


Quae docet. aequationum differentialium quae e (14.) proveneunt, 
6. dead... ee A. . 


Multiplicatorem aequarı untlatı. 
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Prineipium ultimi Multiplicatoris applicemus exemplo simplieissimo quo 
nm ==‘) sive quo aequationes differentiales proponunlur, 
oX, 0X, 0Ä, oX oA oA 


17. da:da,.:da, = ——— a 
O4 3 OJa OX, Of, u. oH 





Inventa per primam integralionem variabilis 0, expressione per &,, , el 
Constantem Arbitrariam «, se Pearaneg prineipium illud fit altera a. integralis. 


OX, IfOX, , f0X, 0OX 
S, u ( 3 se : u i @ 
1 J: da | OX, Öx, da de ri et d.r N = bonst. 


Quantitatem sub integrationis signo differentiale completum esse, sic verificari 





polest. Subslitula variabilis , expressione per integratlionem primam inventa 
formula A, de, +- A, dx, -- A,d.r,, obtinetur 


(2,4 2, 22) 02, + (8; 4 8, Se); 


Is 1 O4 7} 


Kadem expressione substituta in ragen differentialibus, prodit aequatio. 
ON, X, - OL; \o OAz) On; Keur j O u.) 





02, 608, Ir, I oa, For, io, 9r,) 
quae est conditio ut formula differenlialis anlecedens . differentiale aliquod 
completum da,. Si ipsius z, expressio implisat Constantem Arbitrariam «, fi 




















or.) - - 45.3 
ot m Er lv. u u 
O8, oOX DDr! dr,) 
d. pr % — ar = r d., 7 a g _ rn d.r, 
0@ 0a d‘& x 
or. \(OÄ 0X, or OX oX, Ox, 
u a er PER N 
ca OXs O2 0X, a, O1, O8, . 
N. oa 
A, I ——-der, :- da | 
O4, 04 OX, 00 
oX, \{OX OX ı IOX. ON 
Gh r x (2 - ni u dx, 7 ö - n ') d.;, 
O4 OJz COX, OK; OX, ‚ 


70) a 2 ne 


UG 
Unde sequitur, quod proposilum eral, RE sub iniegralionis signo aequarı 
differentiali completo, videlicet differentiali 


r 


d. X, a u © NR 


O% 





Quod si igitur funclio x, inventa . aequationem integralem (18.) sie quoque 
vepraesentare licet, 





- or X 
19. X, a ui a — Üonst. 


Quae de formulis quoque generalibus deduei potuit. quas loco eitato tradidi de 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3, 31 
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aequationum differentialium (2.) systemalte per solutionem completam aequatio- 
nis (1.) integrando. Qua de integratione hac occasione novas addam propo- 
siliones novasque demonstraliones sequentes. 


$. 21. 
Ac primum comprobabo propositionem, s2 aequatio differentialis singularıs 


20. A,dı+A,dz,....+X,de, = 0 


‚ntegretur per m aequationes quascunque, earum ope fieri, ut de quibusque 
m e numero p aequalionum differentialium sequenlium, 


X, dt = x -4, do, -+a,,da,....+ a ,„d&,. 
2 Ä | e" | 
94 A,dt = a,,de, 3% ra, daz....+M,,dx,, 
Ad 
WR 2% ie -4,,d42,+0,3d2;........ % 








| 9X 
relquae p— m sponte fluant, ipsis a, , designantibus quantilates — er 272 


Cuius propositionis demonstrationem sic adorno. 
Designo 
per A, A‘ etc. indices I, 2, ..... m, 


/ 


per 2, 2 etc. indices m--1I, m+-?2,....P, 
per A, A’ etc. indices I, 2, 3, .... » 
Aequando 2,5, La... X, quibuscunque reliquarum variabilium & „415 Emı2s. 2 
funclionibus, abeunt aequationes (21.) in sequentes: 
2. dem — A,di—Zb,;de;, 
i 


siquidem statuilur, 




















er, ; Or, Om 
23. b;; nn Ayı Pre Aka g.or39 + (dx m ug dx, 
ı 1 nah 
E Des OX 
— Ay; n. = Ay, 
i 
Ponamus porro 
r OX ” 0. E 2 l 0 X } 
gi oHegpun ga ppinlgnunn ern mulspgntbon 
dr X; | Er TR 
erit substituendo (22.) 
RER X ı dx "od: 
25 —1 ET" 7 — U, wer z. m. Z U, - U,;, — D. dt — Sc; dx; . 
© A i’ O8 © 4 ı# i 
posito 





Pr. OxX ı dx x 
26. Ci — —b,; 75 - di wie ww + dr. = —Dd,.. iT b. I 
j4 it 
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Substituendo ipsorum d, ; valores (23.), induit c;,; valorem sequentem. 


— oa 6) Kh Rw OH: 
a. Cu; un 4, = Un +2 r A); +-8%a, d,s 7 — en 


4 
OXi OX; ‘ h.h’ 0X; OX 








sive reponendo quantitatum @,,,. valores, 


























Ba ON Sf Bam) zo EN Eu 
o OX; OxX te Ch 02,702 ' , 08 or) dx; 
| OX,: 0X) 0m Or 
| ji rn oxX; Ira 
Includamus uncis differentialia partialia, in quibus solae &; sive &,,., , man .::. a, 
pro independentibus habentur atque quanlilates ©, sive &,, Xu, .... X, pro 


earum functionibus: erit 
29. Eu _— OK 1 BD 02 


























OX; or 9m Im’ 
unde 
rn E ni [4 > £ = Ei (2 
ie Ox; x „ Nor; / dx oxul Om; 
OA Gar dan . 
Id quod sequitur, indicibus A. et A’ in summa dupliei 2° —- . ——-.-—— inter se 


h,ke oxı 0%; Ks 
permulalis nee non in (29.) scripto 4’ ipsius 4 loco. Inventam autem ipsius 
C,; expressionem (30.) ope formulae (24.) sic exhibere licet. 


vu 00V; 
1 
ö Oo%X%i OXi: 


reieclis qui se muluo destruunt terminis, 





r 0? Ih r 0? ng} 
A, ; a h \ 
on dar 
Quo ipsius ce, ; valore de in (25.), eruimus formulam, quae valet quue- 
cunque sint quantilates x, reliquarum x; functiones, 
‘ dr X OXn ffovi Odys 


OXü ' o3# OK ; OX; Or; 











Quantitatibus ©, per variabiles x; expressis cum fiat e (24.) 


33. Ä, d., +-A,de; ..t+A, de, — Un+ı dx Ua IE ....0] v,dp, 


m-41 "| 
si per zn aequaliones, quibus quantitates x, per variabiles @„:1, Umjay ++: =, 
determinantur, aequatio differentialis (20.) integratur, singuli termini ad dextram 
formulae (33.) per se evanescere debent, sive fieri debet 
34. Un = Une md, —N). 


Unde etiam aequationis (32.) pars laeva evanescere debet sive, scribendo 
ipsius ®‘ loco. pro quolibet ipsius 2 valore fieri debet, 


U uU ar 


gar, IFı. ı OF. dam 1 
or; | or; nor} | o 
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(Juae formula docet, si per »2 aequationes integretur aequatio differentialis (20.). 


earum aequalionum ope fieri. ut ex aequationibus 





u. 0O, ei”... uud 
reliquae 
We, ,, er ) Po a} U) 
sponte fluanl. Q. D. E. 

Si p > 2m, inter coeflicienles X,. A, elc. certae quaedam locum 
habere debent relaliones, cum determinando rn functiones ©&,, &,, .... X, 
satisfieri debeat pluribus eonditionibus,„ videlicet p — m aequationibus. 

ee Rare. za 
08; OH; OX;: ' 


Vuae relaliones obtineri possunt e formula (32.). Nam secundum eam for- 
mulam aequationibus differentialibus (21.) sive aequationibus 
u—V0, 0, .... W=0) 

saltisfit per numerum 2 aequalionum, videlicet per m aequationes, quibus 
Us Case. 2m per reliquas variabiles delerminanlur, atque »” aequationes dil- 
lerentiales u, =0, %=0,.... 4,0. Unde inter quanlitates Ä,, A, elec. 
\ales loeum habere debent relationes, ut de p aequationum (21.) numero In reliquae 
p — Nam sponte fluant sive, ope 2zn aequationum differentialium #2, —0, %==0,.... 
Un, 0) eliminatis 2x differentialibus dx, ,dx;,.... dx,,., reliquae p— 2ın aequa- 
tiones differentiales, %,,.1 = 0, Un =0, .... 4,0, identicae evadant. Se- 
ceundum observalionem olim a me factam in Diar. Crell. Vol. II. pag. 357, hae 
p —- an aequaliones post eam eliminationem formam induunt eandem atque pro- 


positae (21.), videlicet formam huiusmodi, 


Kö: * + fi: Bat IN fi; Alm. +: r WER dz,. 
L) . | ® En N ® . 

F ) di / 1 BL Hi * 2 + I; Ülgmr3 +. 7 RER dx, y) 

f" di f; md cz -1 Som; dran 0.000 ar var x . 
ubi £, = —fi;. Quae aequaliones ul identicae evadant, evanescere debent ei 

(»— !m)(p—2m—I1) ; . r 

p -?m qmanlitates #' et 2 mr —  — quanlilates f;,. Unde locum ha- 
‚(»—!m)i» — )m-+1) .,. . nn . . . . 
Lane dabei _. —  eonditiones ul uequatio differentialis linearis 


primi ordinis inter p variabiles (20.) per m 4p aequaliones inlegrart possit, 
eaedemgue sunt condıliones quibus effietlur, ul p aequationes neares (21.) 
er earum numero In fluant. Sip== Im --1, prodil una conditio iam a Cl. Pfaff 
olim exhibita, quae si m — I nolam condilionem integrabilitatis suppeditat. Si 


p = 2Im-+-N), locum habere debent tres condiliones, quas pro m = | accuratius 


examinemus, 
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Sit igitur propositum indagare condiliones, ut aequatio differentialis linearis 
inter qualuor variabiles, 
35. Ä, d 2, -4 Ä, dr, + A, d LI. L X, d., 


unica aequatione integrari possit. Qua aequatione si exprimitur una variabilium «, 


ir: W; 


per 2. 2, 2,, proposita (35.) idenlica fieri debet, id quod aequationes poseil 





sequenles, 
36, IR _Aı \ 98 _ _Ä: er, As 
dr, z Or, ze or, = 
Secunda et terlia earum aequalionum suppedilat, 
Y_ ö 7 ei (Ö X, u A, OX,\ Yv \OX, + ‚@ N, 
025.08, UL, - dr,) ldr, X, 0X, 
y X, rin X, oX,) Yv (OX, X, 2 \.l 
a a 2 OT BF 
Unde ponendo 4;, = a — Di similesque aequaliones de terlia et prima, de 
). I; 


prima et secunda aequalionum (36.) deducendo oblinentur tres primae aequa 


lionum sequenlium, quibus duas alias addidi ex iis provenienles, 


0 = ex F d,, A; r 4: A, F 4,3 Ä;, 
D my Ar = 0 4, Äsr 1 As; 
37T. 0= 1,Ä,-+a,,Ä: * br Ay, 
0 = 4,4,+0; +0, A; Fr 


kt) == 


Ad easdem autem relationes secundum propositionem generalem supra condilam 


A,34, 44, 124° - A,2d; 4: 


pervenire debemus. 


Ss] quaerimus conditiones ut quatuor aequalionum linearium. 


X, dt u ar ar dın d.;, Be 2 Us dx; Te ER 
A, di BE d; dx, x ei ds; d.r; . dy 4 d.ı, . 
A, dt = a,, dx, -+- a,, de, * L4,,d42;. 
AÄ,dt = a,, de, +a,, da, -+a,,d.r, e 





binae e duabus reliquis fluant. Quod re vera fieri, facile comprobatur. Aequalio- 
num (37.) qualuor primae sunt nolae conditiones integrabilitalis aequationis dil- 
ferentialis linearis primi ordinis inter tres variabiles, ex eadem aequalione (35.) 
provenienlis si successive 7, X, Z;, x, conslantes ponuntur. Qualuor illarum 
aequalionum ternae cum quarlam secum ducant, sequijur, s2 res aequationes, 


X, dv+-A,dre,—-X,dı, 0, 


. | wer ‚y® | F 
X, da, -- X, dx, A, dx, _— 0), 
0, 
habitis respective &,. &;, 7, pro Constantibus, condition: integrabilitatis 


Ä, dx, 7 Ä, dx, Ä, dr, Eger 
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salısfactant, hanc quoque aequalionem, 
X, de, +-A,de,-A,dı, = 0, 
si in ea x, pro Constante habeatur, condktion? inlegrabilitatis satisfacturam 
esse, nec non aequalionem, A, dx, + A,da,-+-A,da,+AX,dae,—0, in qua 
omnes quatuor quantilates &,, 2,. X, x, variabiles suntl, unica aequaltione 
inlegrar? posse. Ut ipsa absolvatur integratio, opus erit integralione completa 
irium aequalionum differentialium primi ordinis inter duas variabiles, id quod 
simili ralione demonstratur alque in tractatibus Caleuli Integralis probatur, ad 
integrandam aequationem differentialem linearem primi ordinis inter tres varia- 
biles, conditioni integrabilitatis salisfacientem, requiri integrationem completam 
duarum aequalionum differentialium primi ordinis inter duas variabiles. Quae res 
in tractatibus ila proponi solet, ul alteram ne condere quidem liceat aequalionem 
dilferentialem, nisi iam antea altera complete integrata habeatur. At observo. 
si aequatio differentialis inter tres variabiles z,, &,, ©, conditioni integrabilitatis 
salisfaciens, est A, de, + A, da, -—- A,dr, = 0, pro duabus aequationibus 
inter duas variabiles integrandis sumi posse has, quae separatim traclari possint. 
da +X,d, =0, Arda-+A,de — 0, 
juae e proposila proveniunt, prima habendo x, pro Constante, secunda po- 
nendo 0.  Seilicet post integralionem secundae in locum ipsius 0, sub- 
stituenda est ea quantitatum &,, Xu, 2, funclio. quae per integrationem primae 
aequiparatur valori variabilis x, qui ipsi ©, —=t0 respondet. Similiter, si pro- 
ponitur inlegrare aequalionem inter quatuor variabiles, 
A, de, + X,dao, + AM, dr, +A,de, = 0. 

conditionibus (37.) locum habentibus, pro tribus aequaltionibus inter duas va- 
riabiles. quae inlegrandae sunt, sumi possunt sequentes separalim traclandae. 

Kdr--Xdo,—=0, Md,+MNde,—=0, Aydas,-X” de —0. 
in quibus designant X, et A) valores in quos A, et A, abeunt pro =, —=0). 
porro A,” et A,” valores in quos Ä, et Ä, pro 2,—= 0, —=0 abeunt: deinde 
in prima aequatione 2, et x,, in secunda x, pro Constantibus habendae sunt. 
Integrata tertia aequalione, ipsi x, ea substituenda est quantitatum ea pr 
funelio. quae per integrationem secundae aequat variabilis x, valorem ipsi 
x, —0 respondentem; ac deinde ipsi x, ea quanlitatum &,. 2%, :7,. 7, functio 
substiluenda est, quae per aequationis primae integrationem aequat variabilis z, 
valorem ipsi ©, —=0 respondentem. 

Propositis p aequationibus differentialibus vulgaribus inter »--1 variabiles 


quibuscunque. aequationes ar inter ipsas variabiles sunt integrales proposilarum. 
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si effieiunt, ut harum numerus m e reliquis » — m fluat; porro tale constituun! 
aequationum integralum systema, e quo per differentialionem aequationumque dil- 
[erentialium substitutionem aliae novae non obtineantur, si earum adiumento non 
plures quam »» aequationes differentiales e reliquis fluunt. Antecedentibus vidimus. 
per zn aequaliones, quibus integretur aequatio dilferentialis vulgaris linearis inter 
p variabiles (20.), fieri ut e » aequationum differentialium vulgarium (21.) nu- 
mero zn reliquae p — m sponte fluant. Unde si p— m —=m sive y— Im, qui 
est casus problematis Pfaffiani, sequilur, quascungue m aequaliones, quibus 
integrelur aequalio differenlialis linearis primi ordinis inter 2m variabiles. 
= L,d2e, +8,.dr...r ht Ar dam » 
haberi posse pro integralibus systematis 2 zn aequalionum differentialium vulgariunı. 
A,dt = a,da,+a,da,....- Arm dc,,. 

ex lisque per differentialionem novas deduci non posse aequaliones integrales. 
Si m <Z 3p alque aequalio (20.) integrari polest »n» aequalionibus, vidimus p 
aequationum (21.) tantum 2n a se independentes esse, reliquas p — Im ex iis 
sponte fluere; unde ex arbitrio iis addere licet » — 2ın aequaliones dillerentiales. 
ul habealtur systema p aequationum differentialium inter »-+- I variabiles. Eo casu 
aequaliones »n, quibus aequatio (20.) integrari supponitur, rursus haberi possun! 
pro aequalionibus eius systemalis integralibus, quaecunque sint p — m aequaliones 
differentiales ipsis (21.) ex arbitrio adiectae, cum illae »r aequationes efficiant, quod 


e (32.) sequebatur, ut zn aequationes differentiales z,,, ,—0V. u, —0..... Un U) 
ex aliis systemalis aequationibus differentialibus, ©, —0, u —0..... u, 0 
obtineantur. 

Designantibus A,, A, etc. quascunque variabilium &,, a4. »... =, 


funetiones, quolies aequationum differentialium , 

dz,:dz,....:dz, —= A,:A,....d,; 
dantur aequationes integrales x, quarum differentiatione aliae novae non prodeunl. 
earumque ope exprimuntur 2, %,, .... X, ut funcliones variabilium x,» 
Omt2y re 0,, EaS funcliones satisfacere constat sysltemali aequationum dif- 
ferentialium partialium linearium primi ordinis sequenti, 








X | x or 
ie er FE 
I m-+-1 Om: 3 m-+-2 OEms r | Po x) 
ox or er 
Beer en a. 
38. . nr . OLm+? j m OL, 
Ox dr dr 
ee nun ang Arm 1. Fee 
m m+1 OKmti | RM; On . p d r, 
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ua de re pluribus egi in alia Commenlalione Diar. Crell. Vol. XXIII. inserla. 
Systema (39.) ila est comparalum ut in quaque aequatione eiusdem funclionis re- 
periantur differentialia parlialia secundum diversas variabiles independentes sumta. 
alque dillerentialia parlialia diversarum funelionum secundum eandem variabilem 
independentem in diversis aequalionibus sumla eodem alffıciantur Coefficiente. 
Kiusmodi systematis hoc, a cuius solulione problema Pfaffianum pendet. 
39. et aeg, ur ie 
quodammodo inversum est, siculi e functionis ©; expressione (24.) patet; quippe 
in quaque huius svstematis aequatione diversarum functionum differentialia repre- 
henduntur seeundum eandem variabilem sumta, alque eiusdem functionis differen- 
tialia, secundum diversas variabiles independentes in diversis aequationibus sumla. 
eodem afficiuntur Coöfficiente. Secundum antecedenlia e systemale (39.) sequitur 
aliud eius inversum formae systemalis (38.). Nam ubi aequationes (2.) ad for- 
mam aequalionum (9.) revocamus, sequitur ex antecedentibus, 2 aequaliones 
quae svstemati (39.) satisfaciant sive quibus (1.) integrelur, ipsarum (9.) fieri 
aequationes integrales, quarum dilferentialione aliae novae non prodeant, ideoque 
easdem systemali aequationum (38.) satisfacere. Unde haec obtinetur 
Propositio. 
„E systemate aequationum differentiatum partialium linearium primi 
ordinis hurusmodi, 


/ en > 0X c 1 
A m-+l a A, Fi A Te, — A m Fr = 9 
Omi OXm-+1 04 m—1 
GE r TE; ‚ 3 
39: h m ar Y u | A, EL ziel ’ A, ” ie e 
>: O8Nm+?2 O Xm+?2 OL. 
, oo ER; CE  , 
\ A Im _ A l ‘ r i u Ä 2? m _. a Er Ä m u hun . 
O Sam O Kam CO Kan 


hoc sequilur alterum [ormae quodammodo inversae, 


or} x ' OXr 
4A, —— A, + | u 2 . A... u ig _ er ie N A )m « . 
OKLm+i1 I  QOKlm+? 1 ON am 
ou oa O4 
A BE A, l } | 4, 29 i | A; r - 
OAm+i ONXm-+2 UOLu 
O Km ox IE 
A, nr. u l de I B nn EEE -4,, ii 
O I m+ l z CO Im 2 a O Kam 
e ®; A k C A kr ® a 
ubi, posito a. = 7 — > 46 destqnante R aggregatun, e 1.3.5. 
fi h 1 oO F *k “u “ «a “ 
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... (Im —t) terminis huiusmodi 
A,2 dl; .. Uoam—ı,2m 
ratione supra descripta conflatum, fil 
o R - Oo R r R d RE PIE: 
A, — N MR ee 0 8.0 I P2 = 


Odı,k Re} Odak O Aam.k PR; : 

omisso termino in A, ducto.’ 
Huius memorabilis propositionis si demonstrationem cupis ab aequalionum dil- 
ferentialium vulgarium consideralione independentem, rem sie adornare licei 


Sit rursus 


0X ” OX. oO r 
a Em ke 5 Pin Wr | «Am r 
u = KT... 4X, TAX, 
© N; C N; C Ki 


ac designantibus 


quantitates indefinztas, ponatur 


U = X.y— Arı Yı — Ba Y2 +++ 7 662m Yan 
Y _ , ery . ON ö O5 
h = Y na er. TE 7 Zu . Y ee s Y Im ® 
O A m--1 ou m-+? O4 2m h 
f ur” 1} r r 
u, —— U, N Ad, } 1 7 4,» } ee Ak m } m» 


KEodem modo atque (32.) probavimus, demonstratur, quaeeunque sinl 


MER y„, funetiones. fieri 


reliquarum variabilium 2,15 Omas»... @ 


DE ( SE; OXx 7/0 Vu 'oE) 

—u+—....+—u+U = vdYy- z\(: y-t: )|y 

OJ; OH; - O%Xi e " O8; ST \- 
Partes ad dextram signi aequalitalis evanescunt, ubi pro ©,, u. .... @,, Su- 


muntur functiones satisfacienles m aequationibus %, = 0, quae sunt ipsae funelio- 
nes in theoremate tradito proposilae, quas a se independentes esse subintellieo 


Hine si quantilatum u, expressiones subslituuntur alque slaluitur 


I Or, ı OL, OL 
di,h or; Aı,r T: dx ad, .... or; O,n,h r@nrs 


sequitur per zn aequationes 9; — Ü obtineri 22 sequentes, 


OX cr A 

a Be BEE NR 
I: Ta: rag 

” L., } 1 m L.: } u £ L.... Y m 


Supponamus. quantitatum indefinitarum y, y, etc. functiones lineares U, Ü 
U,, a se independentes esse, sive quanlilatem. supra per R designalam. 
be & 
— d,.: Ad; le, dA, n—1,2m 


neque per se neque substituendo funclionum x; valores evanescere. Wuae se- 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 32 
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eundum supra tradila est conditio u! aequalio 
Ada, +-%.da..... +. de 


non paueioribus quam zu aequalionibus integrari possil. Eo casu eliam 2 funclio- 


0) 


!m 


nes ipsarum #,. 2%,» .... 7, lineares, quas per Hl, designabo, 


LH. ATi, 


ı m 


a se independenies erunt, sive non dabunlur factores ab ipsis y; independentes 


I 


ele.. qui elfieiant 


7908 7 AIRES, IE ' MEHTERITHERER TE NIT UIRERBE 


’!m 


\am si eiusmodi danlur laclores, secundum (40.) aut 2,.2%5.....: r; non a Se in- 


1 ) ' N RE un Se ' u - RN 2 ne 5 7 AT T 
dependentes sunl aul daltur aequalıo inter luncliones lineares Bi; Uaece.. ZUR quod 


ulrumgque contra supposilionem est. lunetiones,aulem a se independentes 7], 


| ® 
A ff,, omnes simul evanescere non possunt nisi simul evanescunt 
” u” BR . . 
mnes #,. An. .. 4,. Jam igitur cum pro ipsarum y, y, ele. valoribus 
) R,y Dr Yawelles air. Mas A,, 


ımnes simul evanescant U,. Ü;, .... Ü,,„, siquidem quanlitatum A,, R va- 


lores sunt ipsi in Proposilione tradita assignali, ideoque omnes secundum (40.) 


evanescant ZJ;, pro valoribus illis omnes quoque F,,. %;, .... F„ evanescere 
debent, sive pro ipsius A valoribus 1, 2, .... zu fieri debet, 
z er sE#. OX; 
0) A, un un 4, 1 — r PR Bu . ee. er; r 0 . 
OKn N i OKn ? _ O J4om 


guae es! proposilio demonstranda. 


Propositionis antecedenlis pro casu simplieissimo 2a? hoc addam exemplum 
oX, 0X7 


„Ubi semper ponilur @,5= „ ex aequationibus 


oA OX« 
di Pa: Dr so 
unge Ä, A, N _ , — er 
ON g "OXg 
r 5 0X - oXxX 
u A, - [, 7, £ Ä, k 3 
OK OX; 


Nuun! sequentes. 


4,7 0,4; 4%; Ä, 


> 7.5: r ‚ , RR: FE - 
4, A, +4,12 +42 A,) S— (4,,X,-- 43: -4,,X,)-—. 
| Wi Oz OX; 
d,; A, da A, --4,,Ä, 


' , er .„ | ‚ rn or. 
(4, 4A, 4,1, d, ‚Ä,) 1 BReR: +-(4,, A, - 4,3 A, 7 ER —, 
Od, e e Or, 


Si p on alque variabilium independentium 2,15 Umi2s ++ ++ «7, funcliones 


#. r,„ ita delerminari possunt, ut a — m aeqnalionibus ©; —0 satis- 
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lactani, habentur complura systemala aequalionum dilferentialium partialium. 
ad insiar aequalionum (38.) formata. Videlicet e numero ın aequalionum 

v, 0, m =), ... 9,0 
per Proposilionem antecedentem deducere licet alterum am aequalionum  dille 
rentialium parlialium systema (3S.), eaque ralione alind aliudque systema (38. ) 
obtinebitur, prout aliae p— Im e p—m variabilibus independentibus Constan 
tium loco habentur. 


Ponamus ijam esse 2&,, 2X, .... 2, variabilium ,.,. 
luneliones znvolventes Constanltem Ärbilrariam «. sitque 
ö 


er u - O4, 
11. w — &, L+-A, Br 2,, Ä. 


Porto 


dr; dr; 1 
u, A,dt— ja, ,da,+@,dz,....+a, ,d«,\ 
i oOX PB ON 
A,dt— dA, - de, - ——da,....+-—dex 

 OX% 0 OXK 

r 4 . ( \; . Ö \V, 2 LI 

ren Er de 

Te. u Or O8 


Ounae ubi substituuntur in formula. 


(Or . , OL 
dw rc Be A Tee 8 


da co@ 00 
s or ’ Or, \ or, 

wen er a 
OG F OO“ ' ' 


> r 0? X} 
hi vr os; 


obtinelur 
416 F OX, c En ( Be u 
12 de — w dt- u. —u.:... — 
' da co« j c« 
< |) oX; En ON, or, > o® rı N 
.—- rn — | ur 2 x Ä \ d f 
i \ 0% (u 00 OX; oa OoOX; 


‚fov; 
= | )dx : 
; \0@ 
siquidem uneis dilferenlialia partialia includendo innuitur, ante differenliationes 
substitutos esse funclionum X, &,, .... x, valores. Si m aequationibus. qui 


Ts 


bus 2. Las 2... 2, determinantur, integralur aequalio. 


= Ada +X,de,....+X,dp, 


32” 
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-‘ 


Iocum habere debent »y— m aequaliones %, —=0, unde aequalionis (42.) dextra 


pars evanesecit sive fit 


‘ GE | OX%, N On 
13. dw wdt- u, —4u,....+ —u v. 
c« 0& 0% 
Sip Nm, vidimus supra, »» aequalionibus illis fieri ul de m aequalionibus 
differentialibus %, 0 Auant p— m reliquae u; 0, ila ul ım aequaliones illae 


sint aequaliones integrales systemalis aequationum differentialium @,—= 0), qua- 
‚um 2 — 2m e reliquis Nuunt. Formula (43.) docet, si insuper inter variabiles 


r I } > . ! Par. r 
l, Emzıs Imr+29 ++ 2, Slaluatur aequalio w = Pe sive 


gi r O5, ‚ or 
14. A, - A, — ie ii“ r Mi De, 


Ow ca [07 
desienante ‚> Conslanlem Arbitrariam, ipsas ın aequaliones differentliales a, - - 0 
in earım 20 — | redire. ideoque (44.) esse novam eiusdem svstemalis u, — 0 
aequalionem integralem. Si zu aequaliones,. quibus aequalio 


de, t 2 dz2..... FLus, =0 


inlegratur, plures involvunt Constantes Arbitrarias, per (44.) totidem obtinentur 
sysiemalis #, — 0 aequaliones inlegrales, quas diversae ingrediuntur Constantes 
Arbitrariae 9, el! e quarum binis per solam divisionem eliminatur 4  Quae 


manent aequaliones inleerales, quaeeunque 2-—- 2m aequaliones differentiales 
| 


adiieianlur svstemali %, 0. quippe quod tantum Im aequalionum dilferentialium 
vices gerit. Ubi Constantes Arbitrariae sunt numero on, habetur problematis 


Pfaffiant solutio completa, simulgqne z2 aequationes (44.) iunclae m aequalio- 
nibus. quibus aequalio (20.) integralur, suppedilant systemalis aequalionum dille- 
rentialium (21.) inteeralionem completam. 

Sip !m, aequaliones Conslantem Arbilrariam « involventes, qui- 


E- Br - - 
Irils acqualıo 


A,dz,+A,.dze,..... +8, dz,, =0 


1 IN 


inlegralur el quibus delerminabantur functiones #,, 23, .... 7, sunl aequa- 
liones inlegrales svstemalis aequalionum differentialium (2.). sive resolutione 
earum provenienlium (4.): 


2,08... 7 


Quarum Multiplieatorem, docent formulae (13.) et (44.), per illas m aequatio- 


nes inteerales induere valorem. 


VE LEDER ACER ALL 
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Si A, 
supra Multiplicalorem Constanli aequari. Ac reapse eo casu evanescenle dt 
e (44.) eruilur, 


De 


| atque omnes Al, Al. .... A,,_, variabili z,, vacant, vidimus 


- 04 . O£; 04 
kı u X, er \ 2 
O8 ou UQ 
quae ipsarum (4.) aequalio inlegralis est. (Quae pro m >) eum formula (19.) 


eonvenit, quam supra alia via erui. 

Methodum ad solvendum problema Pfaffianum ab ipso aulore adhibitam. 
data occasione observo,. per plures et alliores procedere integraliones quamı 
melhodus vera el genuina poscat. Quam novam methodum pro exemplo simpliee 
explicabo. Ad aequalionem differentialem 

A,dz-A,da,-A,dsı,- A,de, Ö 
per duas aequaliones integrandam poseit Pfaffana methodus inlegralionem conı- 
pletam systematis Irium aequationum differentialium primi ordinis inter quatuoı 
variabiles ac deinde unius aequationis differentialis primi ordinis inter duas 
variabiles. Illius igitur systemalis Integrali uno invenlo. secundum illam melho- 
dum restal integralio completa duarum aequationum diflerentialium primi ordinis 
inter tres variabiles sive unius aequalionis differentlialis seeundi ordinis inter duas 
variabiles ac deinde aequalionis differenlialis primi ordinis inter duas variabiles 
At observo, si Integrali illo invento exprimalur , per @,. X. 7,. aequalio- 
nem differentialem propositam abire in aliam Iinearem primi ordinis inter Ires 
varlabiles. conditioni inteerabilitatis salisfacientem; cuius inleeralionem vidimms 
absolvi posse per integraliones separalas duarum aequalionum differentialium 
primi ordinis inter duas variabiles. Unde in locum aequationis dilferenlialis 
secundi ordinis lantum integrandae sunt duae aequaliones differentiales separalae 
primi ordinis, quae est reduclio maxime insignis; integralioni autem aequationis 
dilferenlialis primi ordinis postremo praestandae omnino supersedetur. Traetatio 


huius rei eravissimae completa ac generalis alii Commenlalioni reservanda esl 


Novum Prineipium Generale Mechanicum quod e Prineipio Ultimi Multiplicatoris fuit 


$. 22. 

Sint 2;. Y;, 2%; Coordinalae orthogonales puncli massa an, praedili: sin! 
vires massam 32; secundum direcliones Coordinalarum sollieitantes X. F,., £.. 
Ubi systema n punctorum malerialium ın,. mm. .... m, prorsus liberum est, 


inter tempus 7 alque Coordinatas punclorum habentur 3 aequaliones dilleren- 


liales seeundi ordinis. 
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d’r, | X. 


dt: m; 
d: ) | ” 
| di? 2 mt; ! 
d: 2 | r‚ 
\ die m 2. 


Vires A,. #,. Z, supposilione maxime generali erunt funcliones 3n Coordi- 
nalarum 2; Y;, 2;, temporis £ alque dilferenlialium primorum Coordinatarunı. 
dr z dy, ' dz 
dt’ dt’ dt 


2% 


juae sunt punctorum veloeitates in Coordinatarum directiones proieclae. Se- 
eundum (9.) $. 14. svstemalis aequalionum differentialium dynamicarum (1.) 


\ J N \ 


Multiplicator definitur formula. 


oo M 
9 dlog HM , — | (‘ 
di IH ( 


‘ 


oY; u 


PN CO) O 


indice ? valente ad omnia puncla malerialia systemalis. 
Quolies vires sollicitantes a solis massarum positionibus in spalio penden! 
sive praeierea eliam a lempore 7, quantitates Ä;,. Y;.,. Z, ipsa «;. yi, & 


ommino non Involvunt. ideoque evanescente expressione 


< N £ A; oJ ni 
m 7E 4 oy O3 


slatuere licel 


> 
ei) 
Prag 
u 


Hine secundum prineipium ultimi Multiplicatoris sequilur. si sysiema punclorum 
malerialium liberum sit alque vires mobilia propellentes ab eorum velocitalibus 
uon pendeant. ullimam integrationem, vel si vires eliam a tempore non ex- 
plicite pendeant, duas wllimas integrationes revocari posse ad Quadraturas 
Videlicet posteriore casu constat lempus / prorsus separari posse el post alias 
omnes integrationes Iransaclas per Quadraluram inveniri. 

Idem iam demonstrabo pro casu generali quo systema 2 punctorum 
malerialium non est liberum. sed cerlis obnoxium est conditionibus, quae ex- 
primantur per aequationes inter Coordinalas ©;, Y;. 2; locum habentes. 


w 


1 1 Ö. == 0, Be 


Aequaliones diflerentiales dynamicas pro molu sie impedilo praecepit ill. Lu- 


yrange haberi sequentes. 

















ET nn 
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d:r; l ıy n oIl 2, ( II, et 
di? m; | Of; OX; 
d? 7 l \y oll ol, | 
\ dt: a; BurE . oO} ie 
! d?z; | Ir ol om, 
\ dit: m; u 02 “ 02 ar 


lactoribus 4, 4, etc. delerminalis per aequaliones lineares. quae obtine: 


substituendo aequationes differentiales (4.) in aequationibus condilionalibu: 


Jifferentialis. 


—— 
Fe) 
Pe 
. m 
— 
u. 
Fe 

U Su 


zz 
f 
rum 
and 
ed 
z 
a 


5 4 ( „22 ol e.. 


d? 11 \oll d?.ı oll d:, oll d: 


(0) Mrz BE Ve TE = ee 
di? tOX dt? 0} dt: 02 dt? \ 
U, 
PH: ver @e2, O0 83 oH, @:z 
di? u da "di: oy; dit? 02 dt? \ 
pR 
elc. ele. 


Ubi in his aequationibus substituuntur formulae (4.) atque ponitur. 


V U R; | » /I N 6 /I yv ( /I Y 2 
m; !'o.ır, ’ OYy; 02 ) 
6. r y ‚1c01 oll , DIR, ud 
v Er... Ze; A 4 ı ui: 
m; \ox oY, ch 
elc. etc. . 


pOrroO 


- / ) ) — | © II, oll; oll oll clI/ '/l ! 
E: (G,/D _ 7,0 u — - - : — 
m, \ se O0OJ; OY; 23 { 


aequationes. quibus A, A, delerminanlur, evadun! sequentes. 





71] 
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| 0 = F --(0,0)4 + (0,1), etc.. 
=. 0 = V,--(1,0)2-+(1,1)A, etc.. 
| elc. eic. 


His de factorum 4, A, ete. valoribus praemissis, aequationum Lagranganarum 


(4.) investigabo Multiplieatorem. 

Ac primum observo, secundum ea quae de viribus sollieitanlibus statuta sun. 
ın dextris parlibus aequalionum (4.) solos factores 4, 4, ete. implicare differen- 
tialia prima ;, Y;. &;. Unde e (5.) $. 14. Multiplicator AZ definietur formula. 


dlos M = | (oll o4 olI o4 oll ( 2 ! 
dt m.\or, 08; oY,; 0Y:; 02, 02, 
gr 1 (ol, O4, ‚ o2, oh, ol, OA,) 
> m. or, ox. oy; 0Y; 02 02.) 
eic. eic. , 
uam poS10 
Q j . Pr | (cell 04 Hu O4 | oh. chat 
> PT: Ay oYy: 0oY. x: \0z) 
sie exhibere licel 
10. d loo M —— ü ER ui A; 7 eic., di 
\d quantilates /,,. -1,, etc. determinandas, aequaliones (5.). 
) = V. _ „, 0 ). ( 5, L)A, etc. R 


J 14 


quarum Coeflicientes (5,0). (P, 1) etc. solarum x#;. y;. 2; funeliones sunt. 
secundum omnes quanlilates &;, Y;. 2; differentientur, aequationesque differen- 
ttalıonıbus provenientes respective per quantilates 


1 oll, 1 oll 1 ol. 


m. OX:; m: 0y m. 02 
multiplicatae consummentur: prodit 
11. 0 = u;+($, 0) A, + (PB NM) A, 
siquidem statuitur 


1 (oZl,. « Va ol. © V; =. II, oV 3) 





A 3 - . z / er 
m j OA, OE ( 7 OYy; 0% 2 
Cum seeundum (6.) habeatur 
a 3 m. a e ‚ 
1 Su; eV; OU; oV; Su, | 


OX OX co} OYy. 02 02. 
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quantitates %, , sie repraesenlare licet, 
{| (0, OUs , öl, 80; | 


nt?! u 2 
U, - a: ! Pr I: ae | as ae, | N) : as 
| N, O4; O8; Oy; Oy; 0% OYy: 


[4 “di 


oll. OU3} 


- = . . D . - “ oll; » 
At e (5.) obtinetur, evolutione differentialium d._—— etc. facta. 
- 





ww 
Ol; 
- v d. N : 
ol ß 92 OX 
or; r dt ? 
el 
r ’ r d. ku 
12. Or u 
oY; dt 
oH 
er d. E 
U;  . 02%; 
O2; ia dt ? 
quibus valoribus substitutis fit 
dl oll; ] oII; MR Ip) 
oe ze ri d. —— u d. Ex 
13 U _— a % 1 (ol, OH; | olI, OYyı oll, O2; 
er A en 7° ' Oo de O2; di \ | 


Cuius aequationis beneficio obtinentur quanlitatum («, ?) per formulam (7. ) defini- 
tarum differentialia, 
14. 


daB) d.(d,e) . 
dt gr dt - 


In aequatione (11.) indiei 5 valores O, 1, 2 etc. tribuendo obtinentur aequa- 


14 
2 U, 7 Upaj- 


ud,p 


tiones lineares quibus quantitas f,. determinalur. At quanlitatum omnium sie 
invenlarum 1, aggregatum docui per formulam symbolicam coneinnam exhiberi 
posse, quaecunque sint quantitates w,,s. Vocelur enim #& earum aequationum 
linearium Determinans sive sit 

E00) 1322)... =, 


atque staluatur 
fu stu,,}dt = d{a,ß) = 0(ß,0): 


sequitur per ratiocinia similia atque $. 16. adhibui. 
— [Ayo + Aı + ete.} dt = ÖlogR. 

Unde cum secundum (14.) sit 

(a,P) = d(a,ß) ideoque dlogR —= dlogsR, 
eruitur e (10.). 

— A, + A, + ete}dt = dlogM — dlosR, 
id quod suppeditat 
| 5. M=R= 8+(00)(11)(22)... 

qui est Multiplicatoris quaesiti valor. 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 3 
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Operae pretium est adnotare, aequalionem inventam M— R non tan- 
um ad casum valere quo functiones A,;. Y;, Z;, viribus sollieitantibus aequales, 
tempus / explieite continent,. sed ad hune quoque casum quo tempus T ipsas 
erplicıle afficıt aequaliones conditionales IV, I, =V etc. Eo casu 
aequaliones dynamicae Lagrangianae (4.) eandem servant formam, sed faclo- 
ribus 4, 4, ete. alii compelunt valores; quippe quantilatibus U, U, ete. ideoque 
eliam quanlitatibus V, V, etc. quae aequationum linearium (8.). quibus factores 
,, 4, elc. delerminantur, terminos constantes constituunt, respective addendi 
sunt termini. 

PB. Da 
ot ot 


.» Br mo m  \ 3 > 
a u eg: eic. 


At paltet,. inde non mulari aequationes (12.); unde aequaliones quoque (13.) 
et (14.) immutatae manebunt ideoque formula pro aggregato A, ,--A,, etc. in- 
venta ideoque eliam ipsius Multiplicatoris valor A. 

Si vires sollieitantes A,;. Y;. Z; solarum functiones sunt Coordinatarum 
2; Y;, %., atque inter has solas dantur aequationes conditionales 77 — 0, 
II, —0 ete., valor M—=R inventus secundum principium ultimi Multiplieatoris 


hoc suppedilat theorema: 
Novum Principium Generale Mechanicum. 


„Proponatur motus systematis n punctorum materialium, quae in 
datis superficiebus vel curvis aut dato quocunque modo inter se connexu 
manere debent, ita ut inter Coordinatas eorum locum habeant k aequationes 
conditionales; porro vires sollicilantes et magnitudine et directione solis 
punctorum positionibus datae sint: semper duas ultimas integrationes ab- 
solvere licet Quadraturis. SÖint entm 

punclorum massae m, Ms, .... M,; 


massae m; Coordinatae orthogonales &;, Y;, 2;, earumque differen- 
ds; dy; r di. 


) ? Ir? 4  — . Yv;—= -—. %; - ns 
halta prıma x; ri 11 "7 
sint aequationes conditionales IV, II, —0, .... II,_,==V et differen- 
tiatione prima ex üs provenientes II’—=0. II —V,.... ILL, —0, ubi 
| RU? 5 ’ AP: 7 : Auge GER, 
Di u + Nr aa; 
O2; oyi 0%; 


Li 


‘ 


inter hn quantitates &;, Yi, %, 7, Y;, 2; praeter Ik aequaliones Il, — 0. 


& 
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IT; —=0, inventa sint 6n— k—?=u Integrala FR, =«a,, Fr, = « 
F' = 0o,, designantibus &,, &, .... a, Constanles Ärbilrarias; restabit in- 


dd 


fegratio unius aequationis differentialis prime ordinis inter duas quantitates 


uelv, 
ve’ du— u dv D, 


ubi u et w esse possunt epsarum &;, Y;, 2%, Cs Yı, 2; functiones quaecunque 
j u oe du dv | 
atque uw et v' designant valores differentialium 7, Un; adıumento aequalio- 
( ( 


num datarum et integratione invenlarum nec non ipsarum aequationum dif- 
ferentialium dynamicarum per ıpsas u etv expressos. His praemissis, ponatur 
l (oIl, a II; [ II, oll;z Ö 11 oII;) 


 y ’ 


(a,ß) = = - 
m; OX; O%X; OYyi OYy: m 


u .8 Im 9» 


I UÜx 1 


[Ar 


alque khk quantbtatum (e,/) formetur Determinans R; porro si vocaltur 
/ Determinans funchonale Gn functionum 

Er ie re 

_ Por FRREDRR RURBPRON HE 5 
un quantitatum X;, Yı, Zi, %. Y;, % respectu formatum, exprimantur 
BR et 4 et ıpsa per solas u et v; erit aequationis v' du— udv-- 0 Mul- 
fiplicator ; „ unde nova habetur aequatio integralis, 

Rn 
| e (v’ du — u’ dv) Const.. 

ubi excpressto sub inlegrationis signo est difjerentiale completum; denique 
s; nova illa aequatione integrali exprimitur v per u, unde evadit etiam u 
solius u functio, invenilur simplice Quadratura , 


‚ du .. 
{ - Const. — / —. 


Sub forma antecedente prineipium novum mechanicum ante hos tres 
annos cum illustri Academia Petropolitana communicavi. Alias eiusdem for- 
mas infra tradam. Ultimam integrationem, qua Z per Coordinatas exprima- 
tur. Quadraluris absolvi, res erat nola et sponte palens. At inventum novum. 
penullimam quoque integralionem (uadraturis perfici posse, constituere mihi 
videbalur prineipium mechanicum. 

Si tempus / vires sollieitantes sive eliam aequationes condilionales aflieit. 
non amplius ipsum 2 a reliquis variabilibus separare licet, unde eo casu prin- 


eipium nosirum lantum omnium ullimam integrationem per Quadraturas absol- 


vere docet. Supponendo, invenla esse 6” — !k— | Integralia. 
FE _—— CL; “ F'; = 0. i — Ü, n—?2k—1 9 
33% 


2 zn Se 6n—?k—1 
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alque u el v esse ipsius ? et 6n quanlilatum &;, Yi, %s %;, Y;, 2; funcliones. 
Determinans / formandum est 6r funclionum, 


U FR Ar A 3 Fan MER 3 ie 3 HE A A 2 
brr-- | quanlitatum 4, 2;, Yi, Zi, 2%, Yi, 3; respeclu; eadem manente ipsius R 
a ae an j du , dv 
significalione, rursus exprimenda erunt A, I, W— m’mpeueo, 

| - 


eritque aequatio integralis ultima, 
m, x 
/Z v’du—u'dv) —= Consl., 


ubi expressio sub integrationis signo est differenliale completum. 

Habemus hie exemplum, quo ad reductionem aequalionum differentialium 
proposilarum adhibentur Integralia partzcularıa; nam ex aequalionibus diffe- 
ventialibus (4.) sequuntur Integralia completa, 7, —=Ü,, UH,= U,t--C;, de- 
sienanlibus C,, C; Constantes Arbitrarias. Neque tamen sunt //,—=0, II, —0 
aequaliones integrales particulares quaecunque, sed tales pro quibus secundum 
$. 12. fit ut Multiplicator quo aequationes differentiales earum beneficio reductae 
gaudent e Multiplicatore propositarum (4.) deduei possit. Seilicet aequalio quidem 
ınleeralis particularis est II! —=V0, at functio IT}; ita comparala est ut Constanli 
Arbitrariae aequiparala suppeditet Integrale completum; porro si reduclioni ad- 
hibelur aequalio integralis partieularis //;,—=0 ex eaque nova dedueitur aequatio 
inleeralis /] 0), rursus innoteseit functio 7Z,, quae Constanli Arbitrariae aequi- 
parala non quidem aequationum differentialium propositarum (4.), sed reductarun 
Iamen Integrale completum suppeditat. Quod secundum $. 12. poseitur et sufficit. 

Designentur 3n quantitates z;ym;, yıyın;, 2;ym; per 


er 9 Zu 
nt e (cd.). 
a olI, ollz | oII, oll; oII, ollz 
Th ED in I 


Unde secundum propositionem nolam, in Commentalione de formatione atque 
proprietatibus Determinantium $. 13. probatam. quantitatum («, 5) Determi- 


nans exhibere licet ut aggregalum quadralorum Determinantium functionum 77, 








/I,..... /1,_,. formatorum respeetu quarumque % e numero quanlitatum 
Ss Ss 2... 5, Sumtarum, sive ponere licel 
Er cl el OIL_ı1? 
6. - M = 8.\25H et an Be Be 
| R 1 k I OEm OEmu DE » 


ın 


siquidem am’, m‘ mn’ designant quosceungue A diversos ex indieibus 


Se 


% 


I». 22.... 30. Ex. gr. pro uno puncto, massa — 1 praedito, cuius Coordi- 
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natae ortlogonales sunt &, y, &, et quod moveri debet in superlicie euius 
aequatio /=0, fit 
olly®:, foIIN? olI\? 
M—= R= (7) +(—) +(); 
OK OYy Ox 


a 


si punctum moveri debet in curva, cuius aequaliones sunt //=—0, II, = 0, fil 
(Ol ol, coll cII): 
M—= BR er Zn, a 
(ol ol, coll oll,)? 
(Oz dr oöx2 03) 
(coll ol, olI oll,)? 
(dx 5 öoy 0a) 


rat &£ Determinans aequalionum linearium, quibus factores Lagrangranı 
,, 4, etc. delerminantur, qui igilur factores indeterminati aut infiniti evadere 
nequeunt nisi evanescat . At docet formula (16.), non evanescere posse Ä 
nisi singula evanescant Determinantia funclionalia 

'$ ( A | ol 0 H-ı 


I a Iı 
mt ( m’! C En 


1 


Id quod ubi zdentzce fit, ipsarum 77, TT,. .... /T,_, una reliquarum funetio 
est. quo cası aequationes condilionales aut sibi conltradieunt aut una quae « 
reliquis sequitur est superllua. Singula Determinanlia illa si non quidem idenlice 
evanescunt sed ipsarum aequalionum 7] B. Dal. 4, A, 0) adıu- 
mento, id indicio est, earum aequalionum unam reliquarum ope formam Quadrat: 
induere. Eo casu per certas eliminaliones et radieis extractionem transformari 
debent aequaliones //== 0 ete.; quam praeparalionem semper faclam esse sup- 


voni debet, ut aequationum dynamicarum Layrangtanarum usus esse possil, 


Si ex anlecedentibus semper supponere licet Determinans Zr non indeli- 
nite evanescere, fieri tamen polest ut Z% evanescat pro puneclorum materialium 
positionibus parlieularibus delerminalis. Quemadmodum si inter tres puneli Coor- 
dinalas una vel duae habentur aequationes condilionales repraesentantes super- 
ficiem aut curvam apice praedilam, evaneseit A si punelum in eo apice col- 
locatur. Ubi agitur de aequilibrio systematis punelorum materialium in eiusmodi 
positionibus partieularibus collocatorum, pro quibus Determinans At evaneseil. 
praecepta slalica generalia aut deficiunt aut aceuratioribus explicationibus indigen! 
Nec non si in cerlo lemporis momento sysiema in molu suo ad !ales posiliones 


parliculares pervenit, veloeitalum intensilates et direetiones mutationem Iinilam in 


temporis intervallo infinite parvo subeunt. Si, ut in rerum nalura Heri solet. 











Pr 
. 
Fr 
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conditiones quibus systema subilcitur non exprimuntur per aequaliones, sed peı 
inaequalitates 7/7 >00, 1, 0 ele., inde ab eo temporis momento ipsae ple- 


vumque aequaliones differenliales (4.) cum aliis commulari debent. 


De Multiplicatore aequationum differentialium dynamicarum forma Lagrangiana secunda 


exhibitarum 


$. 23. 
Ill. Layrange aequationes dilferenliales dynamicas generales alia quoque 
lorma memorabili exhibuit. Coordinatarum 3% loco. Ä aequalionibus condilio- 


ci 


nalibus satisfaeienlium. introducendo 3n — k quanlitates a se independentes 


DE En 
Quarum ipsae Coordinalae 2;. Yi, 2 tales esse debent functiones. quae substituta« 
IN aequationibus eondilionalibus // 0), Ir, == (0) ele. sponte iis satisfaciant. Unde 
liam aequalionem 7] 0 euiuslibet variabilis q,, respectu differentiando habetuı 
A0H,.-Gı ol. ©%xi Hm. 2) | 
| >: Ä „— — . ). 
) E; } / 7 f } f In 72 / TB I) 
Slalualuı 
\ ni } / y F ri N 
< > ! \ Y, L. - 0 - 
O (Un ( Im In ) pa 
h Or, ey, 02 
consummando IN aequaliones ( 1.) 8. pr. respeclive per m, „m. . Mm 
: g Im A m Fr 7 


multiplicalas. evanescunt secundum (1.) aggregala in faclores #, 4, etc. ducta. 


und prodil 


; Erg o4 d? Y; oO} d? 2 2: 
) zm;\ , s | VD. 
di 4 dt © dt: eg ) ” 
Ponendo « dqı et considerando quanlilates z; ul quanlilatum N q,. lunetio 
' eNdO di U «a I ab, « ( pp ® rr “-. 
ie / di 2 Im 
nes. quae dantur formula. 
o4 ä Of; } OS; ’ 
N { ( .“ { 
LTR: 7 7 an 1 
sequitui 
{ 1 1 
( 7 ( / 
Porro 
oXx 
B d. 
{ ! ? “ f .n ( “0 Or 
7 ( . 
C 14} Be ’r C4m 04; I ( Im ( Jin—k I dt 
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Kodem modo pro omnibus tribus Coordinalis fit 
1 r" j r / v. 0} 
ey, ( Fo ( ‘/ On ( 7 
1. { or 0) 
‘ d. - d. , dd 
OX On 0) Of O3: 
O 4m dt , O (m dt ’ oq {1 
Unde aequatio (3.) sie exhiberi potest. 
| (dr Ey dv. oy: dz O2.| 
0 Sm .— 
dt ( ‘4 di ( 7, dm { N‘ 
1.098; ‚oYy: o2;| 
d.Ö> m N f Y— Dr 
OH z O1 OA ; ) 
/ / BE An | 
Sm; fa \ 
dt I '0q Oo, ImY 
sive ponendo 
Aa . 
1 1 Sm; ca v\ 3:2 
n 
oT 
d 
CA | 
0, 
et On 
Qua in formula ubi 7’ et quantitates O, per Gn— Ik quanlilates y,. 9 
Ysn-ı> Yıs 9; - G5.r eXprimuntur atque indiei zx» tribuuntur valores | 


‚N k, oblinentur ww) k aequaliones differentliales seceundi ordinis ınler tem 


pus / atque 3n— A variabiles a se independentes g,. 


T 
d ei 
OH > 
-—ö, 0 
dt ee 
- Be . 
Of ' / 
) Ü / BE I ‘) () 
di O4 " 
oT 
d.-—— ” 
UG, ' 
\ Tan- I (),, 0, 
dt O (3n— Ber 
quae altera est forma Lagrangiana aequationum differentialium dynamicarım 


Aequationum (9.) iam invesligabo Multiplicatorem. 


Sint aequaliones dynamicae. 


f; : Ip (p> (), . . df " 9 
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ubi Y,. 9, etc. designent laevas partes aequationum (9.). Slatuamus 
Ö. T = 128a,.g;g;, 


) 


utroque 2 et? ad omnes indices 1,2, .... 3” —%k valente et designantibus 


quantitalibus « a; ; solarum 9» 9% =.» 43 funeliones. Hinc fit e ©.). 
d2 dm 1; I 
- A er, 
(f,„ — 12 ; 
/ Tr 2, Dam 1:4 
. , d? 4; . 
ınde ponendo G; Im erullur. 
4 
any X m . O(Dy ot } 
T. he d;m  Ideoque k 2 e 
oq og, 04, 


- : ' ab - r r . . j } 
Porro si vires sollieitantes A;. Y;. Z; a quantitatibus ;, y;, &; non penden! 


ideoque etiam quantilates Q, ipsa gı. 9 elc. non implicant. fit 


’ 
OP = dAay.m L$ OC; m 4. BR Od} ‚ / 
oO, dt ’ oq, ( ‘In / ® 


unde reiectis terminis se mutuo destruentibus fit 


\O@n 0% hi : ddr m 
ta Im) dt? 
SV 
OOom ot } 
; EA L. d. ih 
a 1m da dm 
ar 7; oq, ‚Ada di u dt 
At e propositione generali, quam sub finem $' 16. tradidi. ponendo 4=1 se- 


auitur. ubi formulae (S.) locum habeant, aequationum dilferenlialium (5.) fieri 


Multipnlicatorem 


i ot Op, OG3n_ı i 
J 1, EA u > Be A en ef 
( 7, O4» ( . a > 
Si rursus 3n quanlitatum X; yam;. y;ym,, 3; ym; loco ponimus 5], &s.... &,. fil 
\ 2’: ER’ 2 Be 5: 
IO. fl 5 1SıSı T 5232 000% S3n >3nf 


qua expressione in formula (6.) substituta obtinelur 


no n% n nt | 
4 ’ ) Y = 
OSı OSı ı OSa OSa OS3in OsS3n 


Oi dgw aM; u ‘dir oMi e ‘Ji- 


Harum quantitatum Determinans, secundum eandem proposilionem quam $. pr 


11. U; ; 


allegavi (De Determ. form. et propr. $. 13.), aequatur aggregato quadrato- 


vum Determinantium funclionalium quarumque 3n—%k e numero funclionum S,. 


e. Sn, quanlitatum 9), 5» +... G3n_, Fespectu formatorum, sive fit 

















nn 
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N M, ed I 
2) v . Ü Sın! ( x 4 Us 3 
N) x e. ’ a 
} . cq, O4, o4 \ 
desienantibus zn‘, an’’ etc. quoscungue 3n—Kk ex indieibus I. 7 
In deducendis aequationibus dillerentialibus (5.) supposui, aequalioı 
conditionales lempus ! non explicile eonlinere. Juod ıbı It. slatuendum eı 


[unetiones, quibus 53n quantitates z;. y;. x; aequanlur, praeter 3n— k quan! 
les q,, etiam ipsum 2 continere. At hine non mulabuntur formulae (1.), (3.). (4 
ideoque Ipsae aequaliones (d9.) immutalae manebunt. Unde altera guoque form: 
Lagrangiana aequalionum dilferentialium dynamicarum ad hune valı 

yuo aequaliones conditionales (empus explicite conlinen!. \equ« eco eası 
talionem subeunt formulae (7.) et (S.). unde eliam valor Multiplieatoris invent 


immulatus manet. Quod breviter adnotare sufficiat 


De Multiplicatore acquationum differentialum dynamicarum forma tertia exhibiların 
Multiplicatores Irıum formarum acqualionum dıffı renlialum dvnamıcarum ınteı 


comparantur. Principium ullimı multiplicatoris ad terliam formam relatur 


g. 24 
Ouantitatum WG. %.» .:.:.. 9._, respectu funetio T homosenea ı 
h fı» 9 / N 
seeundi eradus. unde fit 
oT u | o1 
TE 4; 7 nn Gun 
{ 1, { ‘] { 7 BR 
SsIve 
; ‚o1 T u 
T Wr 4 et nk I 
77 eq a7 


Si variamus quantilates omnes. quarum T functio est, ponimusqu 
oT 
1. P;- 
4 ‘| 


sequitur e valore ipsius T praecedente. 


2 IT y,0dp, g: Od p:. Yin Ip 


oT N, oT ar | 
an ni 0. 4: 
\ 1!ı H Oda / Oan—h d 
u ur nr oT, ! 
ubi in dextra parte bini termini se mutuo destruentes. 770g og 
f / f i} 


omissi sunt. Formula (2.) docet, si per 53n — k aequaliones, e (6.) $. pr. Muentes 


3. p; = 4; 19: 14.202 2... dank Ian 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3, 34 
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quanlilates g; per quanlilales p; et g; exprimantur earumque valores in funclione T 
substituantur, fore ipsius 7 differentialia partialia quantitatum g; et p; respeetu 
sumla, quae uneis ineludendo distiinguamus ab ipsius T differentialibus parlia- 
libus quantitatum g; et g; respectu sumlis, 

' ft : oT oT r 

2 04 2 e} 7 


Hlarum lormularum ope aequaliones dilferenliales (9.) $. pr. exhibere licel ut 


systema 62 — 2A aequalionum differentialium primi ordinis inter Z£ et quanlita- 
es 4, - : Gzn_a> Pıs Prs » +++ Pin-ks 
i dı of dp; oT 
dt op» di \oM 


Hae formulae t/ertam formam aequalionum differenlialium dynamicarum con- 





stituun Quas, pro casu quo 3n quanlitates A;, Y;, Z; sunt differenlialia 
partialia eiusdem funelionis U respeclive secundum .r;. Y;. %; sumla, primus 
condidit celeb. Hamelton, Astronomus Reeius Hibernensis. Eo casu fit e (2.) 
S. pr. O a unde statuendo T—- U—MH, si vires non a veloeitatibus 
pendent ideoque U ab ipsis p; vacua est, aequaliones differentiales dynamica« 


| dıy coH cH 
ö 7 (5): a . er} 


lam olım quidem ıll. Poisson in celeberrimo opere de Constanlium Arbilraria- 


evadın!. 


rum variatione id egerat, ul quanlitatum g; loco in aequalionibus differentialibus 
dvnamieis Lagrangeanis secundis introduceret quanlitales P;; quae aequaliones 
si ea substitutione abeunt in 


u dq dy 


b 
di dt 


hene idem coonoverat lore 


IN OB; 0A 3 Ar oB (OB, 
ae ae re 


unde sequebatur, omnes bR- Ik quanlilales A; et —DB. esse differentialia 





parlialia eiusdem functionis, ipsarum p; et g; respeclu sumla. Al meritum, eam 


funetionem H= T— Ü ipsam assignavisse eaque re aequalionibus differentia- 


een 


libus dynamieis formam perfectissimam conciliavisse, celeb. Hamilton debetnur. 


Casu quo mobilium Coordinatae funelionibus aequantur quae praeleı 


quantilales g,; ipsum tempus # implicant, forma simplex aequaltionum (3.) perit. 














| r 
prıma reduuctia per 


11. Ü. (3. R Jacobi, theorta non multiplicator: > de vl dıfl ’ıt,, 


qua de re hoc quidem loco transformationem Hamiltonianam ad 
non applicabo. 
Facile invenitur aequationum (5.) Multiplicator M Ktenim 
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aequalionum differentialium reduelarum Multinlieator e Mu 


larım % [' eandem [ormulam obtineatur nCc S reduetio Ti eu yır 7 
'mpleta facta essel (cl. $$. 10. et 12.). Cum per aequaliones (10.) 
entur 6x variabiles 2;. Y;. 2%» 2, Yı, % ad 6n— ?%k variabile: 
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seeundum ea quae l. ec. tradidi duorum Multiplicatorum Ouotiens r 
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m; a 2 vom „ altquı nr quantitates S; loco quanlilatum 3% 
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Pe 3 . IB, SCHPSI Mi, Mi, ..:. 0 
| cum supra invenlis. Nam secundum formulam (16.) $. 22. aequalur M 


Aequatio antecedens perlecte con- 


summae ad dexiram, secundum formulam (12.) $. 23. aequatur HM, summae 


\equalıonum dvnamicarum forma secunda in terliam mutabalur introducend: 


TR loco tolidem alias p,. Pa»... Pu. Unde secundum 





11 d / ” u.ä 
S. e formae Multiplicator A, e seeundae Multiplicatore M, obtinetur formula 
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ocen! formulae antecedentlibus inventae. ıllis viribuss P et O a 
vam Fr) accedenlibus orbitae equalionem polarem eam mulalıoneı 
j ( Ir, y -) y 1 \4t y N ZZ a Pi 
anzulus ıF7 ın anoulun % multelu \t sımul viıdemus. 2lla vereum HF 


accesstone relaltonem inter radıun vectlorem et jempus ommene 


manere. Wuae curiosa proposilio valet elıam sı non quod anleced: 


posui molus ın plano ii Sıt enim { ıpsarum X, Y, & Iunclio hom 


dimensionis. ac proponanlur aequaliones differen 


> 





276 Il. 0. @. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris uequal. dıff. 


- 


d’ı . U 
-F\r 

dt? f' 3 

d: > oU 
Fr 

dt? )° co) 

d: 3: - L) N 

di: „t ni 
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qua ın formula r et: Constantes Arbitrariae sunt. Palet aulem quod demon- 
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si U oaudeat forma particulari. 
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designanlibus f el g Tuncliones quascunque, eum ıpsum molum. qui in plano 


non continetur, lolum Quadraluris determinari Bosse. 

WHotus puneli ın spatio pendel A quinque aequalionibus differentialibus 
primi ordinis inter ser quanlilates , y, 3, x, y’, 2’; unde qualuor Inte- 
sralibus egemus ut problema ad aequationem differentialem primi ordinis inter 
duas variabiles revocelur, quae ope prineipii ultimi multiplicatoris per solas 
(Quadraturas integrabitur. At quoties vires sollicitantes diriguntur versus axem 
lixum viriumque intensitates non pendent ab angulo quem planum per axem et 
mobile ductum cum plano fixo per eundem axem transeunte faecit. problema 


ad motum puneli in plano revocari potest, et nonnisi dwobus Integralibus opus 


erit ut totum absolvatur Quadraturis. Designantibus enim x, v, > puncli Coor- 
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12. 
Beweis dafs für jede Primzahl » die Gleichung 
[242° 1....t2a@”— 0 jrreduetibel ist. 
(Von Herrn L. Kronecker, Stud. phil. zu Berlin. ) 


BB: der Wichtigkeit des Gegenstandes dürfte es nicht ohne Interesse sein, dem 
von Gaufs in den Disq. aritlım. oerebenen Beweise einen zweiten sehr einfachen 
hinzuzufücen. Ich schicke dabei. um den Gane nachher nicht zu stören. fol- 
oenden »Salz voraus: 


„Wenn p eine Primzahl. & eine von | verschiedne pte Wurzel der Einheit und 


de, 4;. oanze Zahlen bedeulen,. und man @4--4,0--4;t +4, ,aP" 

/ setzt. so Iindel dıe Coneruenz IX: I(c Ri e- f l " mod p 

Stall, woDeı soeleich bemerk! werden kann. dals jenes Produe|! als VanZzet 
ische Funetion aller Wurzeln eine eanze reelle Zahl sein mufs 

bewei Man selize «-—- 4.0 —- 4X7 a,_,a’7 fa und denk:« 

sich die Entwicklung des Produels f(x)f(x°).... f(e””') nach Potenzen von x, 


) 1 1] ‘I 1 » u  D \ be y ' | » ' 
5 dals das alloemeiıne (rlıed darın A e \WırU. Setzt man nun ın der so enli- 
andenen identischen Gleichune für = nach einander die Werthe 1. «. «..... 0?” 
eo ee ' ) - - 
und sumımnır Aid lese » (leichuneen. S0 erhält man au! der einen >eıle 


[il p I)fe)f( Lea” Denn für jedes r aus der Reihe deı 


Zahlen 1... p I) fallen die Gröfsen «@. @”, .... e”" mit den ursprüng- 
lich« ' ( nur in andrer Ordnune zusammen. woraus folet. dafs 
Ja )/A\ / [Ka)fcı »P & is! Aut der andern Seile er- 
h | | Il (IdAS alle meine (lied A | Ct { ae { . welch: 
Summe für jedes durch p theilbare z den Werth p erhält, für jedes ander: 
rn aber verschwindet. Man hat also die Gleichune 


ii P— DT fer) = p(4,+4,+4 
Url f\ fü f (/ / | Mod P; \\ 7 I) \\ 


Hs S nun | L d L \ (dd> | ouuct Zweier eanzen TAlIONAIeıI 
' \ 7 k N . | 
uncltionen Von mit eanzen { o@llicıenlen. AiSO A / EIDIE)IE 30 WER 


aus dieser Gleichung für «r I offenbar p== f(l).g(l). wo f(l) und y/l 
GANZE Zahlen sınd. was also nur möelich ist. wenn die eine =]. die ander: 
p ıs Ks sei fl I. Nun mufs aber andrerseils f(x) für so viele von 
| verschiedne pte Wurzeln der Einheit, als der Grad dieser Funelion andeute! 
also doch wenigstens für eine verschwinden. Es wird daher jedenfalls 
Andrerseils | man nach obivem Salze 


[(a)fe) .... far” At bes | mod.p, 


giebt. 


welches den Widerspruch 
inn Ich will noch bemerken, dafs ich in Bezug auf den obigen Hüllssatz nich 
auf Aummer's „Disputalio de numeris complexis etc. $. 2. verwiesen habe. 
weil bei dem Beweise desselben dort schon die Irreductibilität der Gleichuno 


\ () vorauseeselzt wiıru 
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15. Richelot, d. functtonibus Ibelianı:s I 


13. 
Nova Theoremata de funetionum Abelianarum eunusqu: 
ordinis valorıbus quibus pro complementis argumento 
rum atque indicum dimidus induuntur. 


(Auct. F Feichelot, prof. math. ordın. in univ. Regiom. ) 


[ ostquam ad instar funetionum ellipticarum,. ab illustrissimis Jacob « 15: 


ınvenlarum. ille vir celeberrimus inversis inteeralium Abehkanorum fi nib 


uae plures varıabıles Invi Ivunt. ıintroduelis analvseos Iınes ampims DO 


Iheoria elliplicarum soluta vident. eorum sımılla problemata de his 
nıbus naturae multo sublimioris ac fere inauditae Geomelris tractanda s« 'F, 


Quae disquisiliones de functionibus Abekanes sive ultraelliptieis novis quodam 
modo analyseos Iundamentis superstruenda videntur Vu enım per Theoreı 


Abelianum, quippe quod pro unico aditu aperto ad huius theoriae fundameı 


habenl. calceulo inteerali adhibito penelrare velint in haec mysteria re 
ImMaxımı caleulı Impedimenta sıbı obveniri« videbun! Vuac (UOMOA 
\ { nadbeani. ıN hac dissertation« ıunum « numero ıllorum problematun ( 
culum aloebraleum haud ıneleoantem. ealeulo ınteoralı advocalı 
\ımirum hie aeitur de ho« problemale =] + | et breviıltatıs oratıa n»po1 
12 2 N 2 IN > In 
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MM, — M,. 9 IN; « In in 
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u, u, u, 4 


dehniantuı pei aequaliones has 


/ e, dy / 0,0 $ e dı u 
} I} R 13 i ) } Ar 





e,ydı; ja e,vd; z, e„ydıy 
/ | Iu 
yv(47 v(Jr . v(dhn 
/ C, ) (1 f es Id / f ı' dy y 
} ı M } / ° b } 








IS) 15. Richelot, de funetionibus Abelianis. 


atque ıntroducanlur Tuneliones 4, (u, w,u',.... u N. DU 
elc atque @/u,w,u”, .... u”) his aequationibus delerminalae: 
U U ne nm —Yı)(mtı —Yı) ::-. m, Wh 
UU,U „... am Yj IN — Y re u 
/ u En ; m — Yı) Man22 Ya)... (Mm —Y,.)s 
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e Ä € cr e, 
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ıbi >z denolal funelionem rationalem ipsius = ıintegram, et « quantilatem 
eonstantem lam. sı valores aroumenlorum U, U, FEINE Bu pro 
Y PS; _ FE Mm; . ER: M>,. 
especlive transeunt in M, WM, M", .... Me, quaeruntur et funetionum 
, (M— u, M — uw, M'— u, ..... MU _ „e- 
TE —- EEE ee 


/ Eu ei a ei 
G (M— u, #’— uw, HM — u", . Med) _g 


per IDSaS qwuanlılales N ur expressiones, NeCc N0n0 valores Ipsorum 


Di E, , ı Me 
»(M, aM‘, ee, 


(aM, AM, .... ıM 
GAM, ıM', .... 3Me- 


In his disquisitionibus versante me. illustrissimus Jacobt, ineenio aueuslis- 
simo duelus, quas ipsas funcliones Aheliunas plures variabiles involventes olim 
in Analvsin introduxerat. e novis unius fantum variabilis funetionibus theore- 
malis Abelzan: ope algebraice adnotavıt componi (id quod in diario ab ıllu- 
strissimo Zzouville edito dee. 1543 pag. 505 invenis). ita ut in has simpliciores 


iuneliones. quıppe ın quas celerae redueanlur. ante omnes inquirendum ESSE 
villeatur: tamen quin hane elaboralionem Geomelris communicarem. haud du- 


bitavi. et per se eorum all ntıone haud prorsus indignam. et ut sineularem 


theorema E lIhehan? applicationem 




















15. 


| 


Inıtium. ul problemalis natura melius 


) 


'acere velimus 2 I. ubı funetio /u 
EXPTESSIONES ipsorum: 


Sit am 


sun! Ouem ad valorem no 


deiermimnandae 


(Hi oeneralius problema aloebraieum : 
Sı dıllerentiae: 2% m,. m m,. m, 


in expressione secundi ordınis 


Ipsaque quanlılas x, quaereı 


e. 


Ric fh elol m de funetronibus 


CONETUN € 


A 7 Si} 


Ihel 


rd nr 





perspiciat Aa 


/t,. DOSIEn\ 


Quem ad finem in aequalione (2.) ıpsiusqu 


sumlo. sı substiluitur: 2 x, prodeun! rmulac 
An m.) —m, 2 —m r 
ei an A m, r m 
" . N | \ » 4 | 
ınde. 1Dso c elımmalo. aequaliıo ad Ipsum 2, del 
| | | 
«) 
J IN, N 77 Im 
ae 0OCE alterum IDSiU> L valvdrfel 
' . ms YyjıMm, nm, ı, tl, Hit, 1 
yıım, m, )\mt, 72 
»vall ft al . 
nlervallo n,. el allerum: 
Mr N. y|ıım, m, mt, m, tt, )} 
vIim,—m,)(m, m.) | v| 
ıniervallo m ‚m, conlineri. Quanlıtas Ye ıı 
vI(m, m,)im, m,)| vI(m 
f | c - » 
In 77 
posteriorique valore: 
. } | Mm, m, ‚Im, m yıım 
/c 2 
m, In 
ındumtu 
lam vero aequationis quadralicae: 
(2 m,)(2 m z M>)(2 


"um 


IS 


dit 


ermımandum 


l Hi 

’nH 7 7 
In = 1 Mi 
11 In j / 
17 7 ) ) 
pri N ‚Aa vd 
ın 77 N 

il. 77 - 1 
Mm U 


‚H 
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radices sint vw, et Y,. ita ut habeanlur aequationes: 


Ulyv, —m) (yı—m — (yy—m)(y—m 
(Y, — m), — m; — (Y — m)\(Y, —m)). 
quibus logarithmice differentiatis, prodeunt formulae differentiales: 
| de | l l l 
( dız (Yı m, Yı N, ) en m, Yı m, 
l de | | l I 
dt}, I —m, Y,—m, I, —m, I —m, 


Inde docemur quantitatem CÜ, radieibus y, et Y, respective ab m, usque ad 


u 
| \ Al 


, m, usque ad ., continuo progredientibus, ipsam a nihilo usque ad e 


eonlinuo crescere. nee non breviltatis oralia posito : 


12 2 ın,)(2 m) SE — m.) — m, 
sımul haberı 
17 (4}Y,) 
5 ‚€ ad ' 
yı,—m,)(y, —m, —m,)( I, —m,) 


aeque ac, dum radices y, et Y, respeclive ab »n, et m, usque ad .r, continuo 


pergant. ipsam Ü ab inlinito usque ad ec’ continuo decrescere, simulque fore 


\ C y(dyı, y4Y ) 
. } 
yv,—m,)\(y, —m, Y,—m,)\(Y, —m, 
\equalio vero ıidentica: 
IO. ((z— m) —m; zZ m) zZ —m, CH1)te — yı)la p 
has suppeditat: 
m, — m.) (m, — m, U-+-1)(y, — m) Y, — m). 
v nm, — ın,)(m, — m, C+1)yvy —m)(Y, —m,), 
C(m, — m.) (m, — m C-1)y —m)(Y, —ım.), 
C(m, — m,)(m In, U-- 1) y—m)(Y, —m, 


unde prodeunt formulae: 


12, (m, — m,)(m, —-m,) (m, —y,)('m,—},) 

m, —m,)m, —ım,) (m, —yr,)('m,—})) 

12, /C > m,)(m, ua: m,)(Y, =). 
(m, —m,)(m, —m, m, —Yyı)(m, —/Y, 


\equatione (10.) et aequalione ulraque priori (11.) logarithmice differentiatis. 


emanant hae formulae 


dC(z—m,)(2—m,) de dy, Ay, 
(Ü(z—m,)(z—m, s— m,)(z—m, 14€ y; s—F, ’ 
dt dy, Ay, 
I+Ü m, —Y, m,—Y, 
dA dy, Ef 
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| 
quarım prima el secunda per | ‚ multiphieati 
m,)(im, m,)yt 
| | 
prıma ei terlıa per - mullıplıcalı 
2 m,)(m, m,)} 


(dditioneque facla. prodil haec denique aequalio : 


TER 
y « . m, m z H, 7; 
dy, ıY 
Y} ut, Y; . Y, ve Ei | # Hit, } y\ 
In altera huius aequalionis parte loco ipsius ıC introdueantur valore 


mulıs (S.) el (9.). alque ın ulraque ıinteeratio instituatur. quo facto 
i 


lormulae 


dy, - dYy, Vf 
14 J Frzweg 2 3 | 2 N ‚arc lang 


Yı)ı } } 
E / dy, [ d RE; ve 
.) arc tano 
e z ) } I} . ü E; } /} | j 
ılla pro prioribus,. haec pro posterioribus limitibus antea proposilis valen 
t | 
ıımıles UTIUSQUE aequaıonıs vw... conslat aequalio aieebraica (172 


/C deierminatur OPE f[ormulae (193 } 


\equalionis ( | l.) utroque tfermıno secundum deseendentes ıpsıu 


'eslales evoluto prodeun! hae 
/ dı / dı ; yvdı I v(dı 
0. / 
v(4}r i v(Jy ’ v(dr ; v(Ah 


er yv*dyz ‚Ti yad, [ vG(z Mm 2 
/ / | arc lang 
) v(dıy : v(J} } nF: ' fl: 


/ BD, dy R Dy.dı 
: & \ Ei & } Ar 


} } 

1 Dz voiz—m, 2 m,) 

| are lano 

,—0)} 12 ' 12 

Da v6la— m.\\@a—m, 
) ann te O 3 4 

> arc lang 

v(—Je) v(—Ja 





ubi Ps funelionem ipsius & rationalem integram, « quantitatem conslanten 


quamlibet denotat. nec non denotatio usitata pro co6fficiente evolution 


hibita est. 


kl 
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Wxempl sralia posılo 


m, x. am : in Bi m, 0. 


2. u [ aE ZU 
/ i N) \ | z:y)\| „ 3 Y[» f (1 72 y)| Ey 


/ - Ä . | >A, Y, sın am U, H ' sin amÜ. 
j ) | ) “3 j u 
Yv(1—%? y)dı ee“ L x: sınamacosama Jama)y dı 
/ | | IE (u). ——— —— — 2/Iu,a 
yIr(i—yr)] ’ I-z"sınama.y)y|y(i-y)(1-%°y)] 


ex antecedentibus sequunlur [ormulae notissimae: 


COS am ti 
sınam' A—u 


v(l 2 sın?am u 
| 
sınamlA 
Ku -E(A u Eh z’sınamu snam(A — u 


} /1- 2°: sınam oo sınam( K-v)sinamasınam! K—a 
log ( N 


d(u,a VIA-n,a II A.a 
I + z:sınam vo smam( A-u)sın ama sınam/ K-ua 


/ A l; Ä | 4 
1— (1 z,)sın ama sın am(K — «) 
II AA,a) —lI(A,u log\ — Ä — 
. ' I+(1—z,)sinamasınam(A—a 
on | 
sın am/I A eh 
ha } | %ı 
ıbı ponitut 
d 
vl 4 Z A 
. ri» \ y(i “7 
‘) 


Kasdem disquisiliones de Abelianıs integralibus instiluentibus nobis. Dri- 
mum problema simile algebraieum speciale solvere, atque deinde ad analyticum 
veneralius aggredi placel. Jam vero methodus illud solvendi, in arliculo ante- 
cedenti adhibita, quae hie ad aequalionem quadralicam dueit, in simili problemate 
ad integralia ultraellipliea perlinenle, aequalionem sublimioris gradus provocal. 
quam ad systemala aequalionum minoris gradus reducere convenit. Quam ob 


causam extemplo alia via ad sysiemala haec ipsa pervenire malim eamque in 


casu Jallı CXDOSIW sImpIIc1SSINo persequi 








en EEE 














ey 


5 Ric helut, de funeltronihus Yolın 


Posılo 


aequalio Identica : 
U!iIZ — m An In 
n hane abil: 


19. In, im, 


Inde conileis, quia U est funetio par. et V funetio impar ipsius 


haee primi eradus. lore: 


i 


20 Ü--V 6, (© 


{ cc (?T } " } 
j 6, KK O--N,| 0-0 
Ibı DOSIO U X N 
IH I. 
| h ı 
3 Mi . 
ee non Dosıl u” nn". 
HL, 11 
Imn,—ı 
| Nn,3 
>» s 
AP 
Im | In 
IN ! 
I+n,? 


" formulis (1S.). (19.) ei 
Ü f pro " I lore: 


m, Mm m, m 


ınde valor ipsius C,. quem. 


yosilivum esse formula (22.) 


quo in formulis (21.) et (2% 


3 substituto . 


MN IL j m 
r B, 
m, m, ei Mi 
’ N v,), H F 14 71, 
x In « IN { 
N, — m,\® n")\(®v 1° [ 


Erturqgue formulis (18.) advocatis: 


2. 1 .- j 2 m | 
prodeun lormulaı 


N apıl Pnrlııntı 
’;, post lacıles reduetiones 


In hr 
| 
/ , } m, IM 
in I 
} | 
(20.). Dosılo ® I 2 seqt ll 
in, — m | n")(I n‘ C 
quia quanlitates 7° et vn? ı 
docet. dedueitur : 
N, ’ 
z 2\] Iı\ 48, m, m m 


N 


habenlur formula: 


’ 
JH f 5 
y 
y 
# 
4 
; 
IM 
{ 

It 

‚sUIorTPe) I} 

I AEBEM j 


n",7? 
+) . u | „3 ‘ = 
4. Ye a an, DB rk | 
} | | . 7.) [ 7 | ' w ) 
ua jeilur summa 7,-—- 7». nee non differenlia: 
m - m.){n } 
N, N 4 3 b., Ik, 
LER m, )im, m, 
positivis valoribus gaudent, etiam differentia 7, — r,. simul eum ipso 0 
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I 15. 


ltaque ponere licet: 


m. m m m, 
} | ( 3 == ı\ £ 7 + | | 3 2 ) | 
In f m 


1 
In 4 m, / ) 


sıl necesse est, 


“ormulae (23.) vero docent. valorem X, pro superiori signo ipsius 7, in inter- 


vallo m m, conlineri. pro inferiori in intervallo m, — m,. nec non fore: 
Mm TM,N,0 
Li — - 
L- Na 


juae formulae cum formulis (4.). (9.), (6.). (7.) optime congruunt 
N] expressionem: 
” m; 2 Mm.) — ım,) 


cz —m,)(2 
brevilaliıs gralia per (4,>). similiterque per (3,2), (2,1), (1,4). (2). (3. 


desienas expressiones similes, quarum prior terminus respeclive est: 


e (zz —m,) z—m,), ce (z—m,) z—m,),. e (8 —m,) z—m,),. c(z—m,)(z—m 
eez —m,\T—Mm, 
similem ealculum in his quinque ceteris formis instituere superfluum esse! 
Substitutionis enim linearis ope huius: 
7 _ < MH 
/ RE, 
ubi quantitas an his respective salisfacit condilionibus : 
li; IN IN; . 
m IN Ms. pin m v‚). 
nm > m m,. 
[ormae respeclive (3.2), (2.1). (1.4) ad formam fundamentalem (4.3) revo- 


cantur. Nimirum hac substitutione habetur, si % quilibet numerorum 1. . 3.4. 


esi. el ponitur 


M, pP. u, 
m 7 
m 2 m, —ım Bin 
Z—p 
AZ pin— m) (Z—p)? 
dz (2m)? pin—m) 
Inde coneluditur argumento 2 ab mn usque ad —x. el ab x usque ad m 
continuo pergente,. argumentum Z ab » usque ad p, et ab p usque ad — x 
continuo decrescere. Hinec patet. si fuerit: 
m, 7 Mm; . 


fore 
M M Ei > Mn 
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si fuerit: 
IM; m m 
fore: 
M>M M, WM 
atque si fuerit: 
im m m,. 
lore: 
7 M, > M,.—>M,. 
Unde sequitur formas (3,2), (2.1), (1.4). in novis sienis forma (4.3) indui 
Formae denique (4,2) et (5.1) realem problematis solutionem non ad- 


mittunt, quippe quae, si quanlilas e realis est, dupliei factore gaudere nequeun 


\equatio enim formae: 


2 () 
exempli gratia unam singulam habet radicem aut in intervallo m m, aut u 
iniervallo nm m,. prout quanlilas € posilivo vel neoativo valore eaude 
3 


Problema algebraicum simile, ad integralia Abeliana primi ordinis peı 
linens ila pronuntialur. 
Si differentiae quantilatum realium au,. m. ... m, 
Mm, — m... m a m, 
posilivae sunl. quanlilates ec, @, x,. 2, ıla sunt determinandae. ul expressi 


biquadralica 








26. cz — a) (TS — m.) — m — m;,)(2 M;)(2 M,)(2 m 
lormam: 
c--1) 2 — 2,) (2 — %,). 
induat. 
Expressione (26.) cum ipsius differentiali pro 2 x,. et 2 x, eva- 
nescente. habentur formulae: 
2 l l l | | | 
37 - ad KR —Mm, 2m, 2 mM, a, m, X, m. u Km, 
2 | | 1 | | 
Ps 7 2m, | X —m, X, —m, X,—m, u K—m, } m. 
Posteriori a priori subtracta, divisioneque per (x, — x,) facta, haec prodit. sign 
summalorio adhibito. formula: 
< BE [ | | 
x, -G)X 2° a) = (a, m) —Mm) ) i (2, —m, m, —m, w m.) m 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heit 4, aY 
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juae, quantilale « ope formularum (27.) eliminata, hanc suppeditat aequationem: 


f 1 
98 8 ( [ ) | | ı\ S”, | | ) l | N 
” ar s ME . 2 . \ 
e— m Xı—m, wm)‘, \n. m X.— m, No—M, 
4 ) ) 
- | | ) 1 : . z 
2, —mı)(2.— mı) ir, m,)K.— M; ud 79 EA 70 


lam vero ex aequalione proposila: 


e,. CI — a, SS — m) —m E— mM.) Z — m) — m) —m, 


e-+- 1) 2 — 2,) (3 — 102)", 


emanat formula: 


) 2 


tw 

- 
— 
ne 
Fi 


(m, —m,)[m, —m,)\Im, —m,)(m, —m,) Mm — KL, ) 


m, —m,)(m, —m,)(m, — m,)('m,—m,) Mm,— X) (m, — x,)°? 


[I 


[2 


culus ope Ipso 2, eX aequatione (28.) eliminato, aequatio sedeeimi gradus ad 
ipsum 7, determinandum orilur. Haec in oclo aequaliones quadralicas discer- 
pitur hoe modo. Ponatur: 
m. x ; m, — Mm 
Mm. £ Mm. N], 
ubi 4 est quilibel quatuor numerorum 1,2, 3, 4. Inde prodeunt formulae pro 
qualibet quantitate y valentes: 


„2? ( m, — 1 (m M —y) 7 m ai ß; ut... 5 ) 
31. z v - ü m, —Yy = 
2 N 


nee non aequatio (29.) in hane abit: 


RM) m) — mv —n? U —n:)v —n, U —n})—l » 
ubi ponitur: 
Y(l-+- e)lo’(m 2 m. — a, )\ ve (m, — 2) — (m, — 2)! U, 
/c !v’ (m, — a) -— (m. — a)\m, —m)v =V. 
Inde eodem modo ac anltea coniieitur, Tore: 
U-V = e,(v-+4n)(vo+n)(v+n,)e-+n,), 
U—V c(e—n,)v—n,)ve—n,)0—n,)- 
ec non brevitatis gralia posito: 
w(2) zn) +- N) m) N )> 
29 WÜ- Ace, (lv) +Ww-v))—=Y(cHl Ü2 m,—X,)— (m, ZU ML) — (mL, )\. 
WW lc, (wo) —w(-v)) — Yc (m; —m,)v. 10" (m, — a) — (m; —a, |, 
Inde. posito "—=|1, "—=x, v” 0, prodeunt formulae: 
33 7 \ e. rl ı) 2 34 Le) — Ic. vl) -+-w(i—1) 
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POrTO 
a: ( } N. 7R }, zit, m. (N, N 7 } 
35 m —M) Bu i 
yi m IM. vl | 
. e, im, m.)” 
15, Jit, SI, In Lo . 
i } | f vr} N | 
RR u AN ur | | f 
ar m ad - 
ve m m n, N, 
(m MN, NN, ST | l ı 
hy een t ) } 
w(l)—ı | N, N , 
' e, im, m } 
D Io, IN. — TU, )(aN ha FERLIERERIF 
y(l-+ı u} 
posilo vero © 7,. hae formulae: 
‚ 
| m) m, —m 
\ IN d u i 
} ? Irrı 
3y. 
’ im ’N 
/ nm, — x) (m, — X; VE, 
\ | 4 f —1) 
Ex aequaltionibus (395.) et (94.) sequilur Tore: 
(m, m.)” 
? 2 > 2 ce 
I—n,)(4 n,)(1 n?)(1 n,)) 
sive 0pe [ormularum (30.) posterioris: 
eG, MM.) m, m, )\m N Im nt, 
lam vero formula (34.), quia quanlilates , unilate minores sunt, doce! quan- 
tiialem €, semper posılivam esse, quae cum ila sint, erit: 
10. +? ı | (am, m,)(an, — m;) (m, — m,)(m, — m;)|. 
quo valore ıD lormulıs (99.) el (34.) substituto. habenlur lormulae: 
yon, m, (m, —m,)(m, —m,)(m, —m,)], 
I vr | 
(m m.)” 
1 
Ei 
vlıon, — m, )(m, —m,)(m m.,)(m m,)|, Ä Ä 
Mb = 1/ ” t/ ! 
( (m, —m,)? 


1 quibus sin 
conlinelur. 


“+ 
nr 


di. 


= 


proponanlur. 





2y(1—ec) 





2. 


(31.) et (92. 
( \ 
2ycekim, —m > 


ul cum formulis (95.). (39.) problematis propositi solutio 


Inde praeler determinalionem quantilatum @, &,. %,. funetiones 


3— .2,, mullis in formis exprimere licet, quarum prineipales hi. 


Priori enim per P(z). posteriori per (x) denoltata. e formuli- 
) prodeunt hae: 
P(z 
url it) 2. ( C Bi 
zMm Tom, . 
ve(v?—1) vi) — wi—l) N h ; 
p\%) 
ve) + Wwi-v) 2 ı 
Ä - (2-m,)’-1-(2-m,)2-m;)( z-m,)C,! 
021)? el) Fi) | Ä 
Ye 
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ubi per C,,. C&. C,, €, designantur respeclive summae unionum, binionum. 


ternionum „ quaternionumque quanlitatum 7), 75» 73, 7, Sine repelilione. Deinde. 


i> 

si per 5, et db, duas quaslibet qualuor quantitatum »n,. m,. m,. m,. hiscum 
| | 

; duas per 5? et 52 nee non produetum: 


3 —b,)(2—b.) = Fz, 


denotlamus. ex identieis aequalionibus: 


cohaerentes ipsarum 7°, 72, 93, 7 : 


‘ 


\ Pz Pb, Pb, 
49 Fz (b, —b,)(3—b,) (b,—b,)(»—b,) 
ur p% | pb, g b, 

Fz (b, —b,)(2—b,) (b, —b,)(2—b,)’ 
aequalionibus (39.) advocalis has naneiscimur functionum Pz et px formas: 
Pa (< b, )\ x b 2) yanı 6 5 b, wP, l m 6 ® b, vwd, | ! 

v(1)— w(—1) !b,—b, PR, 2b, b,—b, P, 3—b,N’ 
1 (m,—b,)? }  (m,—b,)? ' 
(2 s—h,)(2—b, A.) + — u. (N). 
/ - ur | 1 rl —1 \ ! b,—b, j . b, —b, 7 
lam igitur quantitas @ determinatur ut radix aequalionis: 

13. 2 —m,)C, +2 —m)C, = 0, 

sive huius: 
14 (m; — b,) | vl mM—M, | vP;, v0. 
s—b, Ö, 3—b, > A 

alque 2,. 2, ut radices aequalionis quadralicae: 

r ) ® Y . \> 

15. zZ —ım. z—m,) (2 — m,;) G+ (2 — m,) Ü, () 
vel huius: 

) Fi | 2 2 
16. vintul—i mb) vP, , (m — b,) | vw, 0 
Wir b,—b, s—b, b, b, s—b, 


\dnotare adhue placet,. valores yb,, gb, etiam ut valores quantitatum incogni- 
larıum syslemalis singularis duarum aequationum linearium dari. Si enim per 
c, et c, denotantur ceterae duae quantitatum qualuor mm,. m,. m;,, m,. EX- 


ceplis 5, el d,,. atque per y°, y} iiscum cohaerentes quatuor quantitatum 
7. 75. 07%, 2°, ope formulae ex aequationibus (39.) prodeunlis: 


ıq ı? ı3 l 

u(1) +Houl—1) gm} 

P m, . 
v(t)— w(—1) nmılm, —mı) 


e formulis identlieis (42.) emanant hae aequationes : 


ge, m— ec, pb, 7, M—C, pb, 7ı 
Pe, (m, —d,)te, —5,) Fb, PB, ! (m, —d.)e, —b,) Fb, P, 
Yes Ma —C; yb, Y: Mat; yb, 7: 
l': n,.—5,)fe,—5,) Fb, 8, "m, —,)e, 8.) Pb, 9,° 
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a ER I | pb, I | gb, 
Pe, >. ce, —b, Fb, c,—b, Fb, 
or _ 1 dt hp, 
Pe, ii b, / b, e, b, Ib z 


quibus apte collatis,. ob formulam identicam: 


m, — m, 
IN: — Mr 
l—n, 
prodit systema harum aequationum: 
| | 
’ıT JıT 2 
pb, P, | pb, | (2 () 
D ” D a? ” j > 
(M.— b,)di”b, P} (Mm, b,)1 b, Y.ıT" Pa 
| | 
27] ) Ya 2 
N Y b, ; BP, f b, (2 rk 
(m, —b,) rs, Yıtßı (m, b,)i"b, Y.+tP% 


Inde formularum (39.) secunda adhibita, sequitur si habeantur aequaliones 


| | 
) l T £ ‘I & 
\ TR L 0 
u > o us pe) 
17 / ’ı Pı . 2 
| | 
| he 2 N} () 
“| 2 . 
/2 , Yır Pr 
fore: 
De K ß; w(P, ) Y b, 
Rr— vi) +w(—1) (db, —b,)(m, b, 
R 4 ı 2 ; 
. Ä 
ke l Bi (9 ,) Y b, 
De Pr m va) tw(—1l) (b,—b,)(m, 6b, 
ubi ponitur: 
De u .) r. I ir a ‘> r 
vv - = \ er z ’ f (2 [272 “7 fi l - f} 
Id quod facilis caleulus comprobat. 


lam in naluram quanlilalum ec, a, 2,, % pro diversis quantitatum > 
>» %3» 474 Valoribus inquirere placet. Formularum (39.) prior docet, quanli- 
tatem «@ realem, atque formulae (41.), ipsum ce adeo positivum esse. Inde iam 
eoniicis, radices duplices .,, ©, aequalionis: 
7 . > : “> ; : er ir» a“ [ 
17. ce (2 — a) (2 —m;) (2 —m;) + (z—m,) (3 —m;) (z—m,)(z—m, v 


/\ 


imaginariis valoribus nisi coniugatis gaudere non posse. Si enim haberetur 


2, m nt, quia aequalio realibus coöfficientibus gaudet. ©, = m—ni po- 
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natur. necesse esset. Deinde palet valores ipsorum z, et x, in ullo inter- 
vallorum horum : 

- 5 ren - UGREERE  SOEN Br 
contineri non posse, quippe pro eiusmodi valore ipsius X prior aequationis (29.) 
terminus. semper posilivum valorem induens, evanescere nequit. Quanlitatis 


denique @ valor in nullo intervallorum horum: 


mM: :.+-:-M. IM; 2... . Mi. 
contineri polest. Si enim exempli gratia prior casus locum haberet. ita ul 
differentiae: 
a —m,. Mm, — A 
positivae essenl, prior lerminus aequalionis (29.) pro 2== a negalivo. posterior 


vero posilivo valore indueretur. id quod fieri nequit. 


Quae consideraliones ceteris articuli praecedentis formulis optime com- 
probantur in diversis, quas facere licel de quantitatibus >, suppositionibus. (Quas 
ut inveniamus. adnolelur, differentlias 

N — 13 N, — 05 n,—ı' 
ob ipsorum an,, 295. 20,, m, naluram positivas esse, formulis (30.) comprobari 
Deinde e formularum (41.) secunda condilio inter quantilates »,, necessaria. 
I--7,,1-n)1-n)1-n)— ln) In) l—n,)i—n, 0), 
emanal. quae quum, simul 7, cum —n,, 7, cum Ya, 77, cum N 
cum 7, commulalis, constare nequeat, harum quantilatum quod allinet ad signa. 
nonnisi oclo supposiliones conslitu posse patet. Octo expressiones diversae 
funetionis y x inde orientes tales erunt, ut, ipsarum producto posilo —= 0), aequatio 
sedeeimi gradus emergal. quam, in arliculo 3. memoralam, hoc modo in octo 


aequaliones quadralicas resolulam videas. 


Anmmadvertendum est. et ut in naturam octo elassium penetrare liceat. 
el quia in problemate analylico postea adhibetur,. expressiones: 
mM, —- 4; m. — d, MM, d, _ m; —d, Mm —A, MG, 


respective simul cum expressionibus: 


| | | | 
MT Mr as N Naar a nr ae s —NNaNz, N Mais —Hıs Hi 


nee non eXpressiones: 
(fIN,;» ym;. ym;. gm. ymı. JM. 
respective simul cum expressionibus: 


R ıllallzlye tz Nys 


? 


MN, Nım, 418 


posilivas vel negalivas esse. Id quod hoc modo demonstratur, ul in expres- 


/ 
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sionibus (39.) quantitalis 77, factor quilibe! 
1 N. 
translormelur, prout A -z est. ın formas: 
#12 i }, \ 
u 4 ) vel ( ) 
7 7 
n,\? 7„\? / 
yuae, eum respeclive vel unılale mınores sınl. respeclive SJErRil 
Y/h x 


cum 77, vel 7, positivis negalivisve valoribus eaudent. 


adiutus, in quibusnam intervallis pro octo diversis de quantitalibus >, 


tionibus, valores quantitatum @, 2,. «€ 


hac tabula desumere lice! 


Gasus primus: 


m. —m, m, m, m, m 
| nm) BSP 
Mm —Mm, Mm. — mM, 


m. —m 


). . 
; 


a continetur in intervallo m, — m 
U = IN, — m 
I, - - = m m. — m, 


(asus seeundus: 


Mm—mM, — .//m, —mM, ie Mm. —M; 
N, T | .„ Mm +y\ 03 + . 9 
| u MM, Mm, —M, MM, | 


ubi superiora vel inferiora signa simul eligenda sunt. ila 
I--n)1+-n) An) 1-7) 41-7) 1—n)1—n,)—n, 
indualur:; 
a conlinelur in intervallo am, .... © pro superioribus 
U - - u - -.—%.... m, pro inferioribus 


Mn Me 


79 


Casus tertius: 


m,—m, M—m, Im, — m, 
„= VII) n=—Y(5 ‚m =Yl—), 9, 
Mm — Mm m, —m. M—M, | 


ı ö 2 


a continetur in intervallo m, .... m... 


co - - - - .-. m 


Be - - .- Mm- 


Casus quartus: 


] 


+] er) nF] ee 


m, —m, Mm, 


2 


— Mm 2) ui (” ——m ) 
nn, - fj , — - _ “ l 
—M, + M,—Mm, , 


contineantur eoneludis. 


m. ML, 
“ 
Mm 4 


Quibus propositionibus 


SUPPOSI- 


Id quod ex 


/mi tl, 


| \ 
) 1, IE 


= u 


mM. —Hm,\ 
+] | Er 
a, m, / 


ut differentia 


posito valore 


sıenis. 


SIENIS. 


b >) 
| mt, 11 
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ubi superiora vel inferiora signa simul ponenda, ita ut differentia: 


An) 172)(1 15) n)— (1 -)1—n)(1—n)( — Na. 
positiva sit: 
a continelur in intervallo 2; .... © pro superioribus signis. 
a -— - - -.— %©....M, pro inferioribus signis, 
ı - - _ - Sr 
nn - —- - - Bi 0 ie 


Casus quinlus: 


us | ” sm ') | fe sm 3 ’ | > es) ’ Es -.) 
- „ 72 » 93 Jh e Kr ’ 
MM, m, MM. —— M MM; MM, 


2 
a conlinelur in intervallo m, .... m,. 
ı - - - - MM... 
! - - =. - m, m, 


Casus sextus: 


“ =) er) Fr Mm — mM, 
m ? , — | - - ? 3 _ | 4 j ee —. | “ 
ML — mM, e MM i Mm m’ ’ m 


ns 


2 NM, 
a continetur in inlervallo m, .... m,. 
ı - —- - - = M...M., 
nn - (En 


Casus septimus: 
m m m.— m. (m, —m. Mm, —ım 
25 \( ): Ä V( =), n=—y( gu )» n=—( | ); 
m,—ım, N—m, Mm— My m, —m, 
«a conlinetur in intervallo nm, .... m;. 


2, et .r, continentur utrumque in uno trium intervallorum m, ....9%. m..... mu. 


m, —m,., aut gaudent valoribus imaginarlis coniugalis. 


Casus oclavus: 
Mm. — m M.— mM, / Mm. — m fm m 
= aa), Be) ee). 
Mm, ki m,’ IN ar Im 2 m ae MM; j mM. m, 
a conlinelur in intervallo m. .... m.. 
a _ ii Mei 


Lg — . — — ” d .ee ee IN, . 


Suffieiat casum ullimum aceuralius exponere, ubi @ ut radix aequationis (43.). 


cuius prior terminus pro S== m, negalivo, et pro sm, positivo valore in- 
duitur. in intervallo »n; .... m, conlinealur necesse est; nec non z, et , ul 


vadices aequalionis (49.), euius prior terminus pro <= m, el 3=— m, positivis 
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valorıbus eaudet. nec non pro 2 = u valore hoc induilur neealivo: 


(a— In 5 )* B 7 Y j) Y 1 
E Pu IC; — U,6t;, CC. 


3 
respective in intervallis mu,....a el a@a....m, lacenl. 
In antecedentibus completa conlinetur solutio problematis. expressio- 
nem lormae: 
e(z — a) (2 — m,) (2 — m,) + (2 —m,){z — m,)(z — ım,)(2 — ın,). 
quam hie rursus per |6. 5] denotare placet. in formam: 
ce+1),(2 — 2) (2 — 2) 
redigendi. Quinque expressionis fundamentalis formas, quae, simili denolatione 
adhibita. erunt: 
2,4. 1231, 13, 25, 73,17, 12,81, 
sıngulas similiter tractare licet. quippe quae similem redactionem admiltun! 


Kandem vero ope substitutionis: 


ubi quantitas #2 respeclive relationibus: 
m, — m M;. M- in m,. m, > m M;. in; in m 


[1 


IN m —_ Mm, 
satisfaciti. nec non habetur: p(n— m) >V. elliei posse patel, quae illas re- 
:peetive formas ad formam |b. 5] pro argumento Z revocal. 
Contra formas [5.4] cum quinque ıpsi cognalis: 
3, 31. 14, 21, 31, 12,61, 9,57 
atque |6.3] eum duabus [5.2]. [+. 1]. quippe in quibus problemata similia 
reali solutione carent, omittere placel. Si enim quanlitates ce el « reales sunt. 
aequalio: 
|». +4] =0 in intervallis an, — m,. vel m, —ım 
et aequalio [b. 5]= U in intervallis m; — m,. vel 2, — ım;. 
prout valor ipsius e positivus est vel negalivus, impari numero radieum realium 
2 — .ı2,) (2 — m) congruere nequit. Idem 


saudent. Id quod cum forma (e-- | h 


de formis his cognalis mulalis mutandis observatur. 


). 
lam ad partem analylıcam harum de integralibus funetionibusque Abelzanss 
primi ordinis disquisilionum transeuntes, ponamus aequalionem eiusdem formae 


oeneralem: 
I. Oz — Az — m)/z —ın,)--(z — m,)(z — m,){z — ım.)(z — m) —=0 


Crelle’s Journal f. d. M. Dd. XXIN. Heft 4. 
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radices qualuor vı, Ya, Yı. Y;. habere, ita ut aequatio valeat idenlica: 


2. CC — I) (ze — m) zz — m) 8 —m)z2 — m) — m) —n, 
(C rise — yıla—y (2 Y,) € Zum Y)). 


Sint quantitates e,,. &,, E,. E,, tales unitates positivae vel negalivae, ul ha- 
beantur formulae ex aequatione (1.) ortae: 
'/ e,v(4y,) n; e,v(4y;) 
ven ld) ven „her 
3 4 


{ ’ ? ( eu #20 y 
y,—m,(y,—m,) Ya—m,)(Yy,— m, 


C/’Y A u E,y(d # C! Y 5 4) a E,v(4Y,) 
} + 1 «+ — (77T ” - ] \ > at r ’ ,  ® 
\ | (Y —m,)\.Y, —m,) (Y,—m,){Y,—m,) 
ubi brevitalis gralia ponitur: 

— (7 — m) 2 —m)(2 —m;)2 —m,)2 —m,) 2 —m, —= Az. 


lam secundum theorema Abelianum inter quatuor quantitates yı. Yu, F,. #;. 
quas duabus aequationibus algebraieis inter se coniungi palel,. plures constant 
aequationes transcendentes. Eas hoc loco sequenli methodo evolvere placet. 
Aequatio (2.) has suppeditat formulas: 

I. Am.) A—m,)(A—m,)(A—m,)— (CN) (Ay) A-y)(A-Y)(A-F.). 
3. (mn) mm) mm, mm.) — (CH N) m) my) m—-Yı\m,—}:), 
6. (m;—m, \m—m;)\ m —m; \(m,—m,) = (U--1)(m;—yı) m —y.)(m;— Yı’\m,—Y:). 
7. C(m, — 4)’ (m, — m,) (m, — m;,) =(C-+1)m,-yı\m,—yı)(m,— Yı)\m,—Y.\. 
designante z indices 1. 2, 3, 4. Eadem aequatione (2.) identica secundum 2 
differentiata, ei deinde z— A posito, formula (4.) advocata, prodit haec: 





De u Dh ae a EEE a SEE 5 SE zB 
 A—m, | A—m, ! A—m, !'A—m, A-r, | A-—y, | A-FY, ' A—FY,' 


lam vero e logarithmica differentiatione aequationum (4.), (9.). (6.),. (2.) 
quantitatibus EC, A, yı, Y3, Yı, Y;, ut variabilibus assumtis, formulae ($.) 


ope. prodeunt hae formulae differentiales: 





9 BE. ME, 30 0 A cn dt, 
Fu 1+C A—r, A—Y, | A—y, ' A—Y, 
10 dCE  dy, Ay, dy, , dYy, 
+ TU mr, mwN my. ' m,-fY,’ 
11. de _ dy,  _d N BL. ZN BR... nr, 
+6 m,—yı m, m,-—yr, ' m -—HfY., 
BD  &-I) a —m,) (2 —m,){a -AM)dC—26dA, de 
m U(2— A)? (z—m,)(2 —m,) + (2 —m,) (3 — m,)(3 — m,)(2 —m,) + 
dy, day, dy, dr, 
j 2) s—}, s—y, s—Y, 
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quarum postrema brevilatis gratia posito: 
. vÜ(z- A)\(2—m,)(2> —m, 
Ü nn are - - - 
yv(— 4?) 
in hanc abit 
r r dl dıy d} dıy d} 
13. 2 Ud.(arctang Ü) — u = — I. 
i WERE VIE s—Yyı, s—/ı 3—y, —J 
Summa aequationum (9.) et (13.) per - 
3— A) dA—m,)(A—m,)y( 
. | 
- - - - - (10) et (13.) per - — — . 
j (2. —m,)(m, —m,)(m, — A) y( 
l 
- - - - - (11) et (13.) per ———— 
Zu 1 (3 —m,)(m, — A)(m, —m,)Yy( 
multiplicata, triumque horum productorum additione facta ob aequationem iden- 
licam: 
| 1 l 
(2 — A)\(A—m,)(A—m,) | (z—m,)(m, —m,)(m,—A) | (z—m,)(m, — A)(m,—m, 
u 1 
(2 — A)\(z —m,)(2 —m,) 
emanat haec denique formula: 
9 d.arc tang Ü 
y(—dz) 
dy, | Ay, 
vClz—y,)!y1ı Nr m )(y, —m,) ' VE —-Y)(Y, At — mV, —m,) 
dy, dYy, 
"vCiz—y,)y,.—- AMY. —m,)(r,—m,) ' 


vC@—TY,)(Y.-AF,—m,)(I,—m,)'’ 
quae. quatuor formulis (3.) adhibitis. integrationeque instituta inde a valoribus 
respeclive: 


U°, yr Y° . 


N “ 


.0 0 
J 29 } 2 ? 
qui simul cum €", A", cohaerentes quantitatum 
U, Yı ) } 1 9 ya ’ } 2 9 C, 4 ’ 
valores. aequationi (2.) salisfacientes sunt, suppeditat hanc relationem. pro 


quolibet ipsius x valore comprobatam: 


14 I e,dy__ if" EBıdy ff _edy Hf BE, d; 
I, Bor)VYldy) "I, (2 r)V(dy) u (3- 


z—y)y(dy) '. 
; 


3—) \y(43 ) 
! r Ya > 
co (0 /i- O\/r ® Wi. m nn i 
- ) yÜ? (z- AP)(z-m ,)(2-m .) VC (z- A\(z-m,)(2 m ,)i 
- u eating 7 mehr) _ reg en ei] 
y(-J2) v(-4z) y(- 42) 
Utroque termino per z* multiplicato, in evolutione secundum descendentes 


ipsius 2 





potestates facta. coöfficientem potestalis z”' sumere, eamque, ut hieri 


39” 
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solet, denolare placet; quo facto habetur altera relatio: 


.) Y,py n, 
J v(4y) 4 v(dy) '. i y(dy) E y(dy) 


Ä 
y y 
2 











ı ı 
22” ' 
— | - (arc tang U" — arc tang Ü | 
v(—J:) ” 


Iinde dedueis has aequaliones: 


> ed 
Ib. 2, zu K), 

Y(. 1y) 

ri ‚{!evydı 
E27; >7 = . ÜD, 


y?: dy “ 
IS. af om (are tangy €. — arc tangy) 
y ) 


‚{Yey?’dy ' ; 
19. z/ gu — (mı + m, +m; m, + m; + m,) (are tangyC —- arc tang 
v(d | | | 


(n Mm Mm an.) (-* y6 Ye .) 
(m, - PM; + mM — M- — 
vr. +00 1+C 


‚A4°yC° — A yo 
Te -Ieh 





'Yye®Pydy 2Dz 
20. z/ - —— | arc lang U" — arc tans Ü | 
(Iy) i Y( —1z) 2 u. Las 1 Bo / zul 
„{Y e®Pydy 23 m ER, 
». 2 En — [- - arctane Ü arctane Ü | 
e (.—} ıy(dy } (@—2z)y(-4z) r J: 
I Da r() 
- (arc tang U) — arc tang U 
v(-Je) 


ubi >y funelionem rationalem integram ipsius y denotat, atque brevitatis gratia 
lormula summatoria: 

‘)% er Bi - 2 Bi. > ‚v » r ' ._ j \ » v 

22. ef) — elYyı- E,/N: Hefy + Bf}: 


et denotationes: 





gr; vC(@e— A)(e—m,)(@  m,) vv — yO(a—A’)(e — m,)(a-- m,) 


2 v(— de) or an v(— de) 


adhibentur. 


lam restat relationes algebraicas inter quantitates yı,. Yı,, Yy:, Y:, de- 


terminare. Si quantitales y, et y, una cum signis e, et e, ut datas. atque 
ceteras Y}, et Y, una cum K,. E,. Ü et A ut determinandas consideras. «e 
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formulis (2.) et (3.) produeis hane, pro quolibet ipsius v» valore. 


92 = ‚C  \ e,v(Iy,\(v—y;) e,v(Ay,)vo—rv, 
ir) Yo (Dem 3 ; en ; 
" (Yım,)yı —Mm,) (Ya m,)Y2,— m 
unde has derivas 
24. | Ü - 1 Mm. 2 ( F Ay ı) La4 e,v(Jy,) )- 
Pe % Fee — m ,) (Ya m.) Ya —m,) 
25 4 - CıYavl. Uli, am) e ar Mm. )VYı Mm, 
v(Iy,)y. —m,)y, —-m,)— yv(4y,)(y, -m,)(y, m, 


quibus adhibitis, e formulis (5.), (d.), (7.) ande hae prodeunt: 





en . (m, — m, )(m, —m,)(m, —m,)('m, —m,) 
/ \/ \ l 6 2 6 3 / 6 ! 
NM. — } 1/\ mM; } 2 ) < ur ei z Du . j 
(Mm —Yı)lma —Y a) 
ER ei (m, —m, )(m, —m,)(m,—m,)(m, —m 
:(m:-—Y  (m.— I En | ad. Uns Wirt de 
Ys 
>h Br 
Id Mm. — ie “ u E 
| A Le) I ls EN 
p ei, 7 , M,.—Y, e v (IM.—Mm Hi. 22 
(m,-Yı)m,-Y) 2) —< nn  — Fr Barren gr 
(m, —y,)(m, Yy,) (m. —y ‚)(m, Y y,—Yy; 
BR. RER 3 Ar; e,v(dy,) 24: ey Iy; } 
I lyr-—r.)? Km,—yı)lm, —y Mm,—Y,)(m,—Yy,)‘ 


in quibus loco quanlitatum Yı. Ya, Yı, F, eliam valores initiales y'. y‘ 


| 2: 


Y°, Y% substituere licet. Ad computationem signorum E, et E, adhibeantu 


formulae ex (3.) et (23.) sponte prodeuntes: 


F . Y Mm; ,—m,) (e,v(dy,)(l a U ® e,v(Jy,)(} N Yı)) 
Ä Ft’ (1m, (yı—m,) (—m,)yYı m, 
mn —_ Km, —m,) jev/ih)Koy) _ Vor) 

4) 
Yı)a Un m, )\YıM;) dc m,)\\y,—m, ) 


Adiiciatur vero adhuc alia expressio functionis YÜ(v— A) e formulis (5.) 
et (7.) dedueta, omnesque quatuor quantitates Yı, Ya, Yı, Y%, conlinens. Inde 


enim. si z# et 4 quilibet numerorum I, 2, 3, 4 sunt, per e'” et e‘“ positiva 


vel negativa denotatur unilas, alque brevilalis gratia ponitur: 


fz = (2 —-m,) (2 — m.) (7 — m;)(2 — m,). 
IIz = (x —y,)(?*—-Yı)(z—y.)(xs—}:), 


prodeunt formulae: 


VE(m,—A) = e* \ (, ne) \ en 2 )- 


(m, — m,) |m, 


- Ilm 
Y/ 4 — (7) I”) | : 2 ). 
ve (2, ) € | IIm, \ (m, — m;)(m, m; ) 


/Im 
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nec non inde haeec: 
28. vC(v . - A) 


( fm, N e(#) Y(IIm,) v—m; 


(Hm, e(#) Y( Im; ) vom, 
IIm, 





IY(m,—m,)\ (m, —m,) m,— m; Yim,— m; )\\m,— m) ua —m,\ 


Pro casu fundamentali hie eum assumere placet. ubi quanlitates y, el y: 
respeclive in intervallis on,....29%, et m,....zm, continenlur. (Quo posito 
aequalio (2.) docet ipsum C posilivo valore gaudere, quippe quod si essel ne- 
oalivum,. prior eiusdem aequationis terminus pro <——y,. evanescere non possel. 


Hinc sequitur quantitatem Y', in intervallo mn, .... »n,, et quantitatem Y; in inter- 
vallo an,;.... 2m, conlineri. Deinde patel, si quantitas A in intervallo an,.... m 
jacet. sive si habetur aegnatio: e!’Ee® — — 1, fore: a =—E.e—K,. 

eodem modo. si habetur: ee — — 1, forersa—= HE. e—=—EÜ.. 
Contra si quantitas A nec in intervallo m, .... m,. nec in intervallo m, .... m, 
continelur. sive si habetur e!e — I, e !e® — | erit: „—=KE. 8 —E.. 


7 


ce N ae l 2) / . . B 
Inverse e signis &,, &, Eu, E». signa e), e), e®, e®, determinari possunt. 


Deinde denotalis minori quantitatum y, et Y, per v,. 
maiofi - - - - - - per v,, 
minori quanlitatum vw, et Y, per v.. 
maiofi - - - - - - per v,, 
nee non signis e&,, E,, &, K, iis correspondentibus per: 
te a 


> 


habeiur hoc lemma: 


„Si quatuor radices v,, ®,, %,, v, aequationis: 
29.  C(z— A)’ (2 —m,) (2 —m,) + (2 —m,) (2 —m,)(z—m,) (Sm) —=0, 
ex ordine scriptae tales sunt, ut differentiae: 
VV— Mm. M— U, WM. Mm—t,, 


positivis valoribus gaudeant, aequationis eiusdem formae: 


30. Ü (3— 4)’ (2 —m,) (8 —m;) + (2 —m,)(2 —m;) (2 —m;) (z—m,) = 0 
radices quatuor v?, v°, vd, vd, si €” quantitas positiva ipso € minor est. 


tales erunt. ut differenliae: 


„oO PA , —— 0 —— 
v—_ Mm. U—v, U, —Uu Mm—v, 
0 } — — 
v—m, m—v, v—v. mı—v). 


et ipsae posilivae sint.” 
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Demonstratio. Aequationis prior terminus: 
pro 2m, positivo valore, 


- z—v, negalivo valore. 
-  3—pv, negalivo valore, 
- m, positivo valore, 
- z—=m, posilivo valore, 
- sv, negalivo valore. 
-  2z——v, negalivo valore. 
-  z—m, positivo valore 


gaudet. unde sequitur q. e. d. 
Adiicere placet, posito: 


Hz = («-u)@—u)e—u)@— u), 
f “r N 0 [a2 ! 0 \ > ’ \ “> ) ) 
II. 2 _ (3 — UV.) a 1/ y— U.) .— u); 


pro quolibet ipsius € valore posilivo, ipsam € haud superante. 
quanlitates: J/,(v,) el II,(v?) negalivas el 
quanlitates: //,(v)) et /J,(v?) posilivas esse. 


Inde dedueitur hoc theorema: 
„Quantitate C a nihilo, usque ad valorem C tale, ut radices aequalionis 


(2 — 4) (2 — m,) (2 — m;,) + (8 —m,) (2 —m,) (2 — m,)(3 — ım,) 0. 
O,. d,, in intervallo »n,.... 22,. atque v, el v, in intervallo ww, .... m, ijaceanl. 


conlinuo erescente, simul radices aequationis: 
CE (2 — 4) (2 —m,)(z — m,) + (3 —-m,)(2 —m,)(Z—m,)(2 — m, 0. 


ab m, usque ad v, crescendo. 


ab m, - - v, decrescendo. 
ab m, - - v, crescendo. 
ab m, - - v, decerescendo. 


continuo progrediuntur.” 
Demonstratio. Ipso C ut variabili, et z loco radieis aequalionis (30. ) 
assumtis habetur per differentiationem : 
d (0° z Y) II‘ rc 
u nl -(") 0 
dz | 


(3 — A)? (z—m,)(2 —m,)' 





lam igitur. ex antecedentibus sequitur, valores ipsorum : 
dC? d6? 


dv’ d v 


o 


posilivos finitos. nec non ipsorum: 
d 0° d6° 


erh 76 
dv‘ dv, 
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negalivos finitos manere. quoad quantitas positiva C a quantitate C" haud su- 
peretur. Unde sequitur q. e. d. 


Quia expressiones quatuor: 
dc? dC? dC° de 


dv? dv® ’ dv” dv ’ 





) 


dum quanlitates C’ a nihilo usque ad EC pergit, signum non mutant. et hance 
ob rem. nec evanescere possunt, nec in infinitum abire, valor Ü talis sit necesse 
est. ut ab omnibus expressionis: 
(2 —m,)'2—m,)(3—m,)(2 —m;) 
(2 — A)? (z—m,)(3—m,) 

wmaximis el minimis posilivis superetur, si quantitass A constantem valorem 
obtinet. At adeo, nihil impedit, quo minus, eadem quantitate simul cum € 
apte se variante, consideraliones anlecedentes de radicum qualuor conlinuitate 
valeant. Assumantur enim hunce ad finem quantitatis variabilis C” valores su- 
premi, ipsi variabiles et ita deerescentes, ut superent nullum maximorum mini- 
morumve posilivorum, quae functio: 


(3—m,)(2—-m,)(z—m,)(3—m,) 





(2— A)?(2z —m,)(3 —m,) 


pro singulo quoque ipsius A valore, inter duos eiusdem limites iacente. asse- 


quitur. Adiieiendum est generaliter signa &, &. &, &, quantitatibus continuo 


progredienlibus v). v7, vu), v,. manere, nisi quantitas A per valorem ullum 


harum radieum permigrat. Id quod e formulis (3.) sponte prodit, nee nisi pro 


0 


4 0} sıve pro v, 


=m, DV =m,, v1, =m,, v—=m,, fieri potest. — 

Quae cum ita sint, in aequationibus (16.), (17.), (18.). (19.), (20). 
(21.) inferiores integralium limites apte commutari possunt cum ipsis: m,. an,. 
;n,. m,. unde emanent hae aequaliones: 


31 f' 0 dy E f 8, dy | / Yu ur: > tsdy —( 
) J j (JIy) Fi } (Jy) e y (4y) ) yv(dy) . 


n m; 











32 / eo yay $ ren, ; [ &,ydy F' 5. A 
IS. J y(dy) . v(Jy) 'J v(Jy) / yv(4y) ’ 
33, [se Prdr ("Brida brdr , ("noir 
. } Jy) f v(Jy) y v(dy) v(Iy) 
nm r m, 
Re ve(2— A) (2—m,)(z—m,) 
— are lang — KT — . 
y(—42) ” yı—d2) "au 
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24 I 0, Dydy , f' 8, Dydy Ge f &,Dydı, 
Te a N Ay) "IS (a-y)y(dy) "I (a—y)y(dy) 


N als — — are lang ve@— Az m, er u 
— 2) y(— 4z) \ yv(—dz 
er tang VEla—A)(a— Bi s) 
"y(—Je) v(—Je) ı 


ubi secundum formulam (28.) expressio YÜ(z— A) determinatur aequatione: 


/f' “> | 
} Ü (2 — A) — 


( Fre) bei (= Im, ee 2m; | 0) ( Im, ) 3 —m,| 
Ilm, !\ (m,—m, is; m,)/m,—m, | } (m, eg mm, 


Ad formulas in articulo praecedenti expositas in functiones. quas vocant. 
Abelianas primi ordinis transferendas, eos casus pro principalibus habere place!. 
ubi est 

u 8; 2m, 
in quos ob earundem funetionum periodicitatem ceteros revocare licel. Quo posilo 
habentur aequationes: 
Er „ET RR ei) — EM) — g, —; 
Adiicere placet, duos priores casus articuli (4.) in his suppositionibus modo 
propositis ipsos conlineri, ita ut in priori illorum casuum poni possit: 
2 mi, en zu, Aa. U—e, 
seh —T, ee 1, 
alque in posteriori, prout superiora vel inferiora signa ibi valent: 
N se 3 P es >. 


Signa enim 
e‘' J ei”), e‘ “ e 


quibus signa: 
&,, . € B &. & 
aequalia sunt, congruunt respeclive cum signis ipsorum: 
ya TR Br) TED : 
id quod in art. 4. demonstravimus. (Quae cum ila sint. emanant haec duo 
theoremala. 
Theorema I. 
„Si. posito: 


'g,ady JS 2 a 
J Yay) en SB 
Sri rd aydy yy’ 

id) 0", 


m, 
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„ubi @ et a‘ quanlitates constantes quaelibet sunt, 
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„. considerantur 


„denotatio adhibetur 


(m), — 
„ıpso A quemlibet numerorum 1, 2, 3, 4, 5, 6 denotante, 


m; 


RR: „PDy dy 4 
. RR, Ay) 


ın 


„ubi @’ el @ quantilates constantes quaelihet, 


„integra est, 


„in valores M et M', 


ut funeliones argumenlorum u et u‘, 
Det = 
. v(. 17) J v(dy) 


deinde argumenta u et 


ydy | [ "n,aydy __ 
Yan) 4 v(4y) 


,(M, WM) 


limites superiores v, et v. 
et brevitatis gratia haec 


v,)(m, —v,) —= A,(Uu, U), 


" 


nec non ponitur : 


2E,(u,u'), 


2G(u,u). 
(a—y)y (Ay) Sach, 


m; 
et®y funclio ralionalis ipsius y 
u‘, pro U =m; el v, — m, Iranseunt 


ita ut habeantur aequaliones 


In, 


&, a dy 
v(dy) 





IM, 


1 
> 


,(M,W) = 0, 


„„hae formulae memorabiles habentur, ex antecedentibus sponte prodeuntes: 


1, (u,u').), Mu, M’—-u’) (nm, — m.) m, —m;)(m,— in, m —ın,) 
4. (u, u‘). ),(M—u, M’-u‘) (am, N Tut) 
— Iv,)'m,—v,) _ &,y(Jv )(m, — vv.) (m, —m,.) (m —m, 
(u,u (M-u, M'—-u’) fer Ei a Bi) | —- 
M,— v.)(m,— —v,) (m, s—v,)(m, (v.,—vV,)° 
| - N __ to Y(4v,) I lan) a. 
| Km, —v,)m,—v,) (m,—v,)(m,—v,)) (vy—v,)* 


4, (u, u‘) 

wetang (en (m,-m,)(m, 
(m,-m ,)?A,(u,u)A, 

G(u er: 


Dz v6 
— arc tang 


(@-23)y(-4z) 


„ubi ponitur: 


| vl, -m (m, 


Nm, 


-m,)(m 


)ms-m)\6 ,/ 
eu ee 


lin m,)(z-Mm; 


v(A, (ae, )), 


E,(M—u, M—w) — E,(M,M') = 
en) “ AUAL )A 
—— — —— )&, 


Mm—Mm, Mm —m, (m, —— „)(m, Mm) 


at M-u,M'-u ) 


3 (: 


-G (M—u, W— u‘) — G(M,M') = 








2 Da vÜ(a@-A)\(a-m, s)l@- N ;) 
Bm © eig | e ), 





(42) v(—A«) 
vC(z—A) = 
1,)(m,-m,)(m.-m,)] $ ' ji (m,a)A, (Mu, Mu‘) it 
(M-u. M’—u‘)) A (m ,-m ,)(m ,-m,) (a er 
),(M W- 
LI [RL u‘)A, (Mu, M’-w‘) zn). 
‚ (m,-m,)(m,-m, ) | 
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Theorema Il. 


‚lisdem denotationibus adhibitis, nee non brevitatis gralia posilo: 


m,.-m, ([m,-m, M,.—M, m,-m, 
vS — |3—E, SE, Nm, I | ame: | 

MM, MN, MM; m oe, 
„ubi signa &,, & eondilioni w(1) > w(—1) salisfaciunt: habentur relaliones 
„„memorabiles: 




















| y[7,4M,4M)] v2 (m,—1n,) 
| 4 
: YA, 4M, aM] 2 (m, —m,) er Mn Ara here nd Wh Yaland Med. ) 
up " ; \ j m, —m,)\m, —m,)(\m, — m,)(m, m, 
‚ a m—m,\\] 
mama so eE) 
F 5 m —m,’/] 
RR: m,.— m. 
: yIa, AM, ıM')]) =: (m,— m; ‚|: we: &) Ks ))| 
2 u M—m. 
2 _ 
m, — m 
:y[a»4M,4M : (mM, — m; ) v(+ (e: vr mi) 
} | 2547 ; | Ken 2) Yr €] m, Bar“ 
H 
’ 1 A m.—m 
Yl4% N, ıM)] : (m, —mı) | v(—&y en) 
L m m 
| :ylv(l)—-w(—1)]. 
| 2E,AM,ıM)— EM, MW’) 
are Rn | (m,— m, Fr m,)(im,— m. (m, —m,)l vw) — m (—1) 
A 0 — u Mil nn Krreh c 
(m, —m,)? “. 


2G(M,,MN)— G(M,M 


BR Se) arc lang y(2 =] De) 
— (u I ,— 


2 y—da 


P=#7, ‚Arc laney(e). 
e—53 yı- ER 


„.ubi ponitur: 


| ( Ge ( (=) 
‚ ’ U > — 1) — a N 
ln DU Ltr, Mu Lulu) E he °) (: N | rn | m | 
a. 


Ä 3-m,) ————; ——) 
y(—d:) m—M, de E> m ) \ 
| z—m, 


Ceteros casıs $i 4. similiter ad formulas in articulo praecedenti expo- 


“ u EREEER 
iS ye 


sitas, quamquam in promptu est, alio tamen loco una cum simili interpretatione 
analylica applicare velimus. — 

Si in utroque theoremate antecedente loco quantitatum «, a’, a’ poni- 
tur yn,, alque loco funclionis $(z) vel ym,(@a—z)P,(2), vel ym, $;(z). 


# 


ubi $,(z) et D,(z) ipsius x functiones ralionales integrae sunt, illa ordinis 





tertii, haec ordinis secundi, pro valore ipsius »n, in infinitum abeunte, haec 
39 * 
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de tribus Junelionum _Abebanarum primi ordinis generibus theoremata 
emanant. 


Theorema III. 
„.„Sı denotatio introdueitur haec: 
v—m)(y—m)(y— 0 —ın,)(y—m,) = Dy, 














08 &, dy 
- YDyy DD ru 
J 7 v(Dy) 
[ yo / Yard u gg 
A v(Dy) '. Y(D>) ."E* 


1 mz 


„„atque limites v,. v, considerantur ut functiones argumentorum t, «’ lales. ut 
..generaliter ponatur: 


(m, — v,)(m,— v) = 4,(u, u’), 
"BD (y)dy , [”e,P dy "r 
/ y) ” af > h ,(r) et Eu, u’), 
A viDy) A  Y(D») 
mE, P,(y)dy , [’e,BD,(y)dy 
/ (7) q #4 + / 2 _ Mr) == Dt (u,u). 
I @—y)v(Dy) JS («—y)Y(Dy) 
„ubi per z quilibet numerorum 1, I, ..... )», etper D,(y), D;(y) funclio- 


„nes integrae rationales illa terlii, haec secundi ordinis designantur. habentur 
„„aequaliones: 





),(u,u') 4, (M—u, M’—u') = (m,— m,) (m, — m;) (m, — m,) (m, — m,). 
u ea m.—m, \m,—v, ,  ; ji 
,,(u,u‘) , (M—u,M' —u) = — . -—:yY(Dv,) — —- °y(Dov,), 
(v,—v,)? \m,— vd, M,—v, 


“(u,u)+-E(M— u, M'—w)— E(M,M'‘, 


Piz) (ren. = 
Ir D (28) R Br ao 





«DD 
G (uw) +6 M— u, M’— u) GM, MN) + are lang (y(-1) 20) 
. I D,(e) Susi i. | 
5 Yin) WET) 


„„ubi quantitates M, M’, xx determinantur BIER 


ne, dy Pe [: oydy f > &Yydy 4, 
£ v(Dy) J “Fr BE Be > un; Bir an 





m, m; y m; 
vom, Es, ‚ ai ‚(", u) A ‚(M u ‚W— N) 
(2) = + —1, | 2,/2 — m.) VyVI— Z— 
A\ Mm —m, } (D:) e .. | m, ih, 


, IA, (u,u') A (Mu, M'— Bi 
(2-0) ya en 


m.—m, 
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Theorema IV. 

.„„lisdem denotationibus adhibitis, nec non brevitatis gratia posito 
(23, (m; —mı))(2-+& (m —m;)) (2 +8 Y(m;—m;)) (2 — 8 Y(m,—m,)) = uw ‘2. 
„ubi signa &,,. & conditioni 

vi) > w(—1) 
„„satisfaciunt, valores functionum A(wu),. E(uw), G@(u,u‘). pro u-- IM, 
„a -— LM‘ dantur his formulis: 


2,(4M,ıM') = yi(m, — m,)(m, — m;,) (m, — m;) (m, — m,)\ 

aM ıM) — U — m,))- 

1,4 M,ıM') — 4yv(e&y(m, —m;)). 

)»(4M,4M') — Aw(e,y(m; —m;)), 

1, 4M,ıM) —= I v(—ey(m, — m,)), 

‘ ) “N N A 1 1 T) / ) ERER 

YE(4M,4M)— E(M,M) — a ri Ham]... 
) 

264M,4M) —-G(M,M) — 9 are tang (Y(—1) z(e)) 


VC-De) 

_1®e U Jana! 2 
2 Y(Da) 051 +x(e) 

„„ubi ponitur: 








RR (2 —m,) Sy) v(3- n,)) -Y(—Yı I)y(2—m,))ı, 
u a are —— —— 4 
yv(—Dz) Er — m,) 
„ta ut . gratia, si quantitas 3 quanlitatem »n; superat. habeatur: 
Ne z—m,)? / \ n 
18 = VD2) - fe, (y(m;—mı) — Yy(m;—m;)) — & (m; —m;) — y/m;—ın,) )\ 
v— m, ( E, &, 
YyDz) vim,—m,)  vim,—m,) 
— RB. ) (m, —m, m, —m, \(n;— mn; (m, —m 
 vYim,—m,) | Y(m,—m,) br a a las an in a Zune 


6. 

In sequentibus easdem disquisitiones de integralibus atque functionibu- 

Abeliants generalis cuiuslibet ordinis instituturi,. rursus initium facere velimus 
a problematis algebraici solutione. Quod problema generale hoc est: 

Si quantitates datae m,, 9%, .... 2M,,, tales sunt, ut differentiae zn, — a 


MM. 2... Mona —My„y1, pPosilivis valoribus gaudeant. quantitates 


| * 


ce, A, Gy, As 2... 4,_., Ita sunt determinandae, ut expressio: 


4 


1. cz — a) (2 — a) ....(2Z — a,_) (2 — My...) — Ma. 


z—mM,)- 
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[unelionis integrae determinandae 


2. sA+-)R— LS) —- n)z —L,).... 


= 
| 
S 


quadratum fiat. 


Quod ad solvendum brevitalis gratia introducantur signa haec: 


2) = (m) (2 —m).... (x—mM;,)> 
3. o(2) = (7-4) (2 —AM,) .... (—AM,..). 
p(3) = (3 —T) (2 —D) .... (FL), 


ıla ut habeatur aequatio identica: 


. e\\*/» \o | \ — | >\):° 
4. l (0 3)) Can — M.22)(3 - - Mon) T f(2) un u (1--c) (y(z)) . 
In euius utroque termino earundem ipsius & potestalum co@fficientes comparando. 
?n prodeunt aequaliones inter In quantitates: 


C, (dl, Ad. d;. . ale Ud._2 >» L, ss “—aurıoın Lon_?2: 
Unde docemur problema propositum esse determinatum. Et adeo facillime de- 
l+-c 


monstralur, quantitatem aeque ac omnes functionum (2) eto(z) coelli- 


cienles per radicem aequalionis 2°”""ti gradus ralionaliler exprimi, cuius coelh- 
cientes funetiones ralionales quantitatum m, , 9, .... Ms,.;, sunt; ita ut quanlitates 
Ad, @ys.... A4,_, Fadices aequationis simili natura gaudentis (a— 1) 2”"'ti gradus, et 
quanlitates X, 2,5. 2... 2, Fadices fiant aequationis similis n.2°”""ti gradus. 


Nimirum in aequatione (4.) posito z<=m,, ubi A quemlibet denotat nu- 


merorum 1. 2. .... 2n, prodeunt ?n aequaliones formae: 
. ” \ 2 I-+c oe 
I. (m. — mM.) (Man 41 — M,)(E (m,)) — (2) (£ (m,)) 0 


( .. . . . . . 1+c 
unde ceteras ?n— I coöfficientes ralionaliter exprimere licet per u 





Ex 
?’n aequationibus vero. ex aequaltionibus (5.) emanantibus, formae: 

a l >E / h ; 

6 | (—)y m) == + (m... — mr) (Ma, .ı — m,)) (e(m,)) 


sive per eliminalionem, seu potius advocato theoremate notissimo illustrissimi 
Cauchy, quo functio: 








133 p (2) 

c 0(2) 

ex 2n ipsius valoribus, pro totidem ipsius x valoribus, determinalur, et quan- 

2 i>2£ . tt ah a a 

itatis | ( : ) et ceterarum Ir —1 coöfficientium expressiones, In radicalia 
1+ 





involventes. prodeunt. Jam ipsius 


c 04 . . . 
„_ expressio inde deducta, radicalium signa 
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quomodocunque assumendo, nonnisi %°""' valores diversos induens. aequalionis 
2” gradus radix est, cuius aequationis coöffiecientes radicalia non involvun! 
Simili natura ceterae co@fficientes gaudent, et adeo, quippe quae ralionalitei 


I+c . : OEM eng. Er 
per u exprimuntur, ut functiones rationales radieis eiusdem illius aequationi: 


rl} oradus determinantur. 


= 

Solutione problematis propositi, quae ex antecedentibus dedueitur. for- 
mulas perlongas alque impeditas suppeditante, e quibus de ipsius natura iudi- 
cum repeli nequit, eas in alias elegantiores transmulare iuvalt, quas sequenti 
brevi melthodo adipiscimur. 


Denotationibus: 


Man+ı 2% ») man RT, ae mn ) 
7 . en — U }) u an Tue, u —— U R a 
Ma,„- ; Ya Man 2 — M;, 7 


introduclis, pro quolibet quantitatis y valore formulae habentur : 
v? (Man+2—Y)— (Man+ı —Y) 
=, —v — —o — .— 
3 ) 98 a l 


( 7 (Man? —y) — (Man ıı — -y) 
u EEE... x. 08. Wen 





ni 


10 N Man +2 — Mani 
u er ET ee ns 


h Manı2 — MR 
Ibi loco ipsius y quanlilatem @ et omnes quantilales =» substituendo. Funelio- 
nes 0(2),. Y(z) et aequatio (4.) in has formas transmultantur: 
11. 0(2) Kr 


(Man +2- a)u? — (Man +1 a) (man42- a, )vV?— (Man 11 @,)}-..-1(Man+2- an 2)V? (Mminzı-, 


(v2 —1)r-1 m 
12. p(2) = 


mn 12V man +1) man42-2 U Mensa p)} Man42-n VE Mani) 
(v? — 1)” | 


13. NV’ -+(flmn4)) y(v) v(—v) — U’, 


ubi brevitatis gratia ponitur: 





/’V—ye(m., 22 —M:,4ı)V | M3, 2 a)V (Man a) (M2n 3) V’ m. 04h), 


, 


\ g/. a Pr 
14 ) ee Man La 2 U —(Mı., | G._9 (* 


U— y(1-+-e) (m, ,2—e)v— (Man .1—a) ma, 20) V’— (m, To). 


0 (Me Fe? PER v— (m; zT . ); . 


j \ Br. im f u. / uucdhhen 
y(v) = (vn) tn)... (uvm) 
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u 


Hine facile concluditur functiones U et V his formis gaudere: 


y(v)+ w(—V) io yw)—y(— v) 
— 6, 


oO ’ ‘) 
n- 


— 








15. U —— C, 
Quanlitas constans €,, simul cum ipso € atque valoribus o(ms„.2). E (Ms, ;ı), 


om.) PlManz2)s PlMonzı)s P(Mr) determinatur ponendo in utroque formu- 


larum (11.) termino: 


. u | 7 u i vu” — er. v” on N, 


( 


Inde enim prodeunt formulae: 


N ec, YU)—yi-i) 
16 ye BRDG. a SEES -, 
2 (Man+2 — M2n+1) 





. .. YUWrY—U 
11 y(i +6) pn .. (Man +2 — Man +1)" e 


ec Nitrat... +02 

















18. oma) —. 
’ Press yec Man +2 — Man+1 
c, 
19. P(Mz„42) = vA-fe)' 
| A i 1) 
>) m, — (—| y ne. nn Tan a un ae y | 
U. 0 (M;, +1) | ) VE 3 Me In, 7, N 
/ \ / \ ce, Zn . P 
21. Ylmarı) = (— IN Tate) MıMa- -+ Mans 
SL / ae a \n—1 ce (man 42 — m) Y(nn) 
22. o\m,) —  \ —1) j u... a,® ee . 
e 2yc (Man-+2 — Man+ı) N, 
. c (Man +2 — mp)" | i 

2: ) f N) ) —— _— l - . l T ) . 

3. pin h, ( ) 2y(1+e) (Man +2 — Man +1)" (w(nr)) 


Formulae (16.) et (17.), advocata formula (10.), suppeditant hunc ipsius c’ 


valorem: 

c!  — (Mın+? — m) (M;,;2 — M;). ... (Man +2 — Man) mans f (m;, +2) 
nec non formula (17.) docet, quia quantitates 7, unitate minores sunt, ipsum e, 
esse positivum; quibus collatis hae denique emanant formulae elegantes, ad 


determinationem ipsius c atque functionum 02% et 92 utiles: 


24. C sitE Vef(ma.42)); 


35 ve = = = 





(ma, +2 Man 1)" a 


0 Um), WW + PD 


2 (Man +2 — Mın } ı)" , 


u dt) A 
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- (Mın22 — Man-+ı)" 
‘) a ‘') ui u aa In. 2 . ) 
eu. ı) IN, ) — — #6 gr / ? j ) .ueo.. T j 7 - 
N -N-1-=/ va) —w(—1) IE | i+ | I- ) 
REN „ \n—1 } 
28. om...) = (—1)" 1, (Man+2” Manzı) Mıfaee..?7 LE 3 
\ 21 1/ J vi) — u (—1) / I- Ii-Nn Im, MB: } | 
(man 2 — m)" (nn) 
29. o(m,) _ — (— 1)"' _—__ en 
WIE i ‚ v(l)— wi)" 9 
; a (man 12— Mani)" 
30. mann) 2. - ; 


YUM)+W—1) 


: f \ \n 4 Man +2 — Man +1)" 
: | ’ Yf am 41) > (— | r ) j (aM Eier 1 
r vl) w(—1) 


j , n (Ma. 42 — m)" 
32. om) —=(—1)" — 
pim,) ( ) vn Lo 


7,2 


12 nu ee / , “ 
17 \ Mn). 


lam formulas (29.) et (32.) ex aequatione (4.) adhuc alio modo deducere 
placet, nimirum systema peculiare aequationum linearium resolvendo. Aequalio 


enim (6.) inde deducta, denotatione (7.) adhibita. in hanc abit: 








33. om) = + | ( N), vr), 


c nn (Manı 2 — my) 


ubi radicalium >»,, signa talia assumantur,. ut pro omnibus ipsius A valoribus 
aut superius aut inferius sigenum valeat. 


Sint rn quantilates e numero In quantilatum 
Be ar Mi 
ex arbitrio electae: 
b\. b». * ’ * . b, “ 
ceteraeque: 
Kr Br ar 
atque denotentur generaliter expressiones: 
/manıı —b, mon — C 
eylaueh) a aylmeune) 
zur Man +2 —b, De Man-ı2 Ci 
per 3, el 7;, ubi numerorum I. 2. .... nr quilibet designantur per z el 
lam si in aequationibus identieis: 
0 u I) — 1m) 1 
F(z) ı Fb.) z—b,’ F(z) RENT Zi, 


ıubi ponilur: 


35. Fa) = ("—b)2 —b.)....(2—b,). 


substituitur. &== ec,, formulae (33.) ope prodeunt aequationes: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 40 
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pie) __ S, Yı Man+2— € p(b,) n 1 
F(o) I Br mn.—b, Fb) a—b,’ 
ra) _ 1 1 9 7b) 4 
Fe) IT Fb) a—b,’ 
quarum differentia,. formula (10.) et sequentibus, quae inde derivantur 
Mat P, Man? — dx BER Kr Z 
Monı2 —b, 4 yı co —b, gs Fu 
adhibilis, suppeditatur haec RE pro Aue}, 2=2,.... = valens: 
1 
n a fi b ) 
= 1-+ Br, Er 


>- y+ß.  (meanı2—b,)F’(b,) 
Quae cum ita sint,. posito generaliter brevitalis gratia: 
"7 EP I PHHEGREHIEENE. ....) DUIE 


’ u (Man. —b, ‚)F'(b, ) 
determinationem ipsius gb, reductam invenis ad resolutionem huius aequatio- 


num linearium systematis: 


1 ) 
aATz | tz, AT, 
0—1+— ER BGE... Os ee - 
Yırtßı Yıtßa YıtPn 
| 1 1 
Ya T Ya + q ‚sı Bn 
37 () l Pi Pr . 
. es vi “ % ru — Zn» 
k Yırpı Yırßı Yatßr 
1 1 
Ynt 3 Ynt7 "tr 
() | ee Pi “> ı ne “2 “> \ N ER „Ah “> 
vw] } , ur m Yn« 
Yn +P,  YntPa Int Pn 
Vuae hoc modo instituitur. E systemate ipso sponte prodit expressionem: 
En FT. a 
| P > j Pa Be . | Pr Da 
> 3 n. o |] wa 25 en 
s+Ppı Pr Ss TPp 
evanescere,., pf0o: 3=7,, —=Y%, :..%=Yn, &que in infinitum 
abire.. pro: = —ı, 2=— Ph, ....- 3=—P,, unde concludis ipsam 
identicam esse cum expressione: 
| (8 Alz Ya)... (3 Yn) 
\ | . Dar T DB) 1 > Ro r Sn) u et a 
(21 +ß,). (2 + Br) 


Utraque ipsius forma in fractiones a genuinas NN, numeratores 
denominatoris 2-- ?, eomparando naneiscimur formulam: 


. +....+2, 
| (Art | (9% +7) (det Yr ) Ian 
| x (9, — l ı)(d% — 6, “ B,— -Ön \(dr — 92-1) (Pr Pr)... (dr — PB ) ? 
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quae numeralore denominatoreque per: 


> 12 BE 1 2 N ) A 
(Pat Pas (Pr + Par) Euer (P, Pr) (Pi ' P,-ı) .. 
ae denotationeque 


Ay} > DEN 32 
— (—P! )8—P ):i. .—P, y. 
) > Aar.\/ ] A, » _I_a 
er — (z+ Pı)(z- “13 2) (2 P,)(2 / 1) / YERzER Em 
adhibita in hane abit: 
YO x iv | 
38. EDEN EEE r wor: nen E; (P x)  . 
1+23, +2,+--.-T2n 2) L— PR 


Si loco ipsius z hie ponitur ex ordine: 1. 2, .... n, alque expressiones inde 
prodeuntes inter se et cum unitate additione coniunguntur, habetur haec formula: 





39 De l eb | 13 S, Ww(ß,) 1 
Js re er ea > u / u 93 ° 
143, +22+-...+2% ! ı 2%) 1- Pr 
lam vero expressione: 
1 ver ryL ne 
5 (z a, ß?) — u, — 87) 
[racliones simplices resoluta, ac deinde posito s— 1, patet fore: 
S, av (9x) . Be vl) LW(l—1) 
air) IR - AUS 


qua aequalione cum formulis (38.) et (39.) collata, emanat valor ipsius z quaesilus: 





u nn Di, a 8 
ae ve va)twN) KR 
Inde. revocalo ipsius &, valore (36.), ope formulae e (10.) derivatae: 
1—P} sn Man? —b, 
P2—P; y b, ‚— br ! 


dedueitur valor ipsius gb, cum ipso (32.) congruens 


2n +2” —b,) 
4. 90)= 1] en y: Ber vß, ). 


lam e formulis (33.) et (36.) sequitur ha 
12. 20) _ + I(e+e). 2, 


C x 
quae in aequatione idenlica: 
an! 


introducta, formula (40.) advocata, hanc suppeditat: 


are aan) Fr 





40 * 








316 15. Richelot, de functionibus Abelianis. 


Expressione vero hac: 


° (2? — Bn) 


in fractiones simplices resoluta, positoque 2 I, prodit aequatio idenlica: 





Rd Ta) u): 1 
1— BR)... (1) 7 Ft, "B.A— PR)’ 


euius ope formula aka in hane abit: 


14. (=) _ -2Ü)+r—1) 


c wii) — w(—1)' 
Hance ob rem, si radicalia A, Pas -*:. Pas Yıs Fas >: 7m quae cum radi- 
calibus 7,, 9, -..- 7%, eongruunt, talia sunt, ut differentia w(1)— w(—1) 


positivo valore gaudeat, in aequalionibus (44.) et (33.) inferius signum eligen- 
dum est, unde emanant formulae cum ipsis (25.). (26.) et (29.) congruentes. 


Quia ad functionis o(Z) determinationem n, functionis (2) autem n- 1 
ipsarum valores pro datis ipsius x valoribus sufficiunt, e systemate formula- 
rum (27.). . ... (32.) permultas harum functionum formas eomponere licet. 


Quarum nonnisi principales hie proponere placel. 





E formulis (11.). (12.), (14.), (15.) sponte prodeunt hae formae: 
EL. Rs Tore) 
RT Iye Man ra — Mani 7 — 1)7-! . 


ala = _ zu. is v(v)+W( -v) 
NT at), Wh, ’ 


quae ope formularum (7.). (24.), (25.), (22.) in has abeunt: 
45. e(z) = 


-1)" >. n .) n-2 / \ | / r 
/ m, —23)""C- (M2,41— 3)" (Mon. —Z)O; Fo. 4 (Man 422)" Os 





16. y(2) = 


(-1)"2 ) n \r2-1 \f' f „ing | 
= Lay Man 3)" (Mm. — (man —Z)Ur + ....+ (Mon — 2)" Oi, 


ubi uniones. biniones. terniones etc. elemeniorum: 


? Ble« u.» © Nın« 


19 2 
sine repetilione respective denotantur per: 
Car C;, Ü, , 


Deinde ex aequalionibus idenlieis (34.), formulis (29.) et (32.) adhibitis has 


earundem funetionum formas derivamus: 
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l(z) 1 ( wi5,) (Many? — d,)"1 
ar u _ 230.6. Aa Sarten A 
17 jew) rede an v()—w(—1) , \B.F’(b,) — )- 
‘. 
(— 1)" —, (7 (PB) (man. > b,)' ) 
b 


N nn ) E sr Al..a 
In) — F(2z) ‚1 F’(b,)' >. ä u? 


vA)+w(—1)T 
Quibus collatis patet quanlitates @, @,, 4, .... a,_, dari ul radices aequalio- 
nis (a —1)li gradus hac forma indulae: 


Mr — 2% Mona 
Mr, = Zi 3) ! M2N+2 4 3 
sive eliam haec: 
sv) mad)! 0 
re) 3—b, 
nee non quanlitates 7,23 ,..... "ut radices aequalionis ati gradus. quae hac forma 
kb Mm —2) | Bar 
ww) y ——— vi] Bird eo 
Man-2 — 2% An ! Mon ı2 — 2) 
sive hac: 
\ cu ) —— n 
dt d+- ze er _ 0, 


Fl.) zb, 


l 
saudel. 
T. 
lam transeamus ad naturam radieum: 
ii, re 
Ben a ar 
propius invesligandam. Primum ex 2n aequationibus formae (6.) stalim con- 
eluditur, et ipsum c et functionum o(3) et p(z) coölficientes omnes reales 
esse, quippe quod eliam formulis (45.) et (46.) comprobatur. Hane ob cau- 
sam nulla radieum a, @,. ..... 4,_,, imaginaria esse potest, nisi alleram secum 
fert sibi coniugatam; eademque natura gaudebunt radices: X, u. .... 2,_ 
Formula (26.) vero docet quantitatem ce adeo esse posilivam, id quod 
etiam directe ex aequationibus formae (6.) concluditur. Quam ob causam. ne« 


ulla radieum: 
T, I). ww = Mon_2e 


in ullo intervallorum: 

— A ee Mu a. 
continelur, quippe in quorum intervallorum aliquo versante 2, aequalionis (4.) 
prior terminus positivo valore gaudet, hancque ob causam evanescere nequit: 
nec ulla quantitatum: 


d, (dı.» U. a Sig Fe 4.» 
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in ullo religuorum intervallorum: 
NT u 
iacebit: in eiusmodi enim loco versante 3, prior aequationis (4.) pars negativo. 
posterior positivo valore indueretur, id quod absurdum est. 
Radicalia deinde: 
Po PP a U 
ob formulam (26.), conditioni: 

I+-n)1+-n)....1+n) = ln) ln)... l— Nr): 
satislaciant necesse est, unde sequitur, tantum 2°””" systemata diversa signorum 
horum radicalium assumi posse, totidemque inde prodire et quantitalis c el 
funetionum o (2). (2) expressiones diversas, de quibus in arliculo praece- 


. » . . eye [aY71 - . ? ’ s 
denti sermo fuit. — Formulae denique (27.), .... (32.), quia fraclio (”°) 
- n 


si habetur z<T A, unitatem haud aequat, docent expressiones binas: 








) Om.) aque mtmti. tm 
\n—1,/ \ . 1 iu 1 Ar I I 
I’ Teolm.sı) - - NıNa +++ Man 5 + res Ti 
(—1)"""e(m;,) nn ri 
(N olm.-) -—- Me. Nan-ıe 
19 
1)" o(am;}) 5. MM: N: 
(I) "Tolms-) - = NM::.: Nas 
(— 1)"""o(m,) - - 1. 
\(—1)""o(m,) Mm} 
4 p(m;,;..) atque 1, 
(—1)" y(ma„+ı) ge ımz - Min» 
(— 1)" (m,,) - -  NMaeer: Dans 
(—1)"p(m..-ı) -—— N Mae r Min» 
A pl) == MıMere- Mncıs 
Mo. 


(—1)"g(m;,_ı) -— - N Mae ee + Nah-2y 


\n \ ö 
(—1) p (M>4,_:) en ei N N} aa Mar » 


(—1)"p(m;) - N las 
\ (1) Yp(m,) -- 41, 

















EEE EEEEEETEEEER 
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simul positivo vel negativo valore gaudere. Inde ducimur ad hane distributio- 
nem 2" casuum, quorum supra menlionem feeimus; nimirum si valores pro- 
ductorum singulorum 

1. u u en 9 
quomodocunque vel positivi vel negativi assumuntur, inde ?” casus diversi pro- 
deunt; si deinde in his singulis casibus signa valorum produetorum: 

32. Kulm, ai Sa, 
quomodocunque assumuntur, pro singulis ‘?”=' supposiliones emanant. 

E numero ?" casuum tales secernere placet, in quibus radices 
BE ae PR 

non modo semper reales sunt. sed adhuc singulae in singulis a horum n | 
intervallorum: 

4. Be A A 
continentur, qui casus numero 2—+1! e serie (50.) facile desumuntur.  Pro- 
ducla enim seriei (91.) vel omnia negativos valores habent, in quo casu pramo 
radices (53.) singulae contlinentur in singulis a primis intervallorum (54.):; vel 
omnia uno excepto negativis valoribus gaudent, unde rn reliqu: casus prodeun! 
tales, ut, generaliter in zto casu, ubi produetum 73,_3 77, illud unum positli- 


vum est, radices (93.) singulae in n intervallis (54.), intervallo mn;,_ ,. . . - m,_ 
excepto. contineanlur. Adiiciatur in casu primo quanlitatum @, a... .... 4, 


numerum parem vel imparem contlineri in quocunque intervallo 
erieiieer 
prout produelum 2732_1 72,4, negalivo vel positivo valore gaudeat, idemque her 
in casu zto, excepto intervallo »#,_,....mM:,_,. in quo par vel impar numerus 
earundem quantitatum iacebit prout productum : 
2.3 N22—1 

positivo vel negativo valore gaudebit. 

Maiori tamen attentione digna videtur regula simplex. secundum quam 


iudicare licet de signis quantitatum: 


em), Em), - -:. Ola): -- Ol); 
quae cum signis ipsarum: 
f , 
em), om), »... Olma)-::.::0 (Mm). 


eonvenire, e serie (49.), nec non cum signis quantitatum : 


a Fe / \ » | 
er), el) Bei): - el): 


ex considerationibus huius artieuli sponte patet. Quam regulam in sequentibus 
adhibebimus. Nimirum ex eadem serie (49.) concludere licet. signa illarum 
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quantitatum in primo casu congruere cum signis quantitatum: 
.* ee. VE —?2_ —h 
(1m (MN... Di ee Min 


ın secundo casıu, cum signis quanlitatum: 


/ n—1 / \n—1 \n—h+1 
(—1) !ıs (—1) 13. u (—1) Mon-ı» BR — Tan 
in terlio casu cum signis quantitatum: 
n—1 n—?2 n—2 _ n—h+1, 
—1) !ı= (—1) N3» (—1) N;% oo ... (—1) f Nohn—ı9 Bi — Non) 


nee non generaliter in zto casu signa binarum quantitatum : 


/, —x+h+1, 
om. n-3); (17 


inter se congruere, aeque ac signa quanlitatum binarum: 


I? —h—3 


/ \n—z,—H-+1 
Ya | F z 24 2H—-19 


0 (Ms442H-1)> 
ubi littera 2 designatur numerus quilibet integer unitate maior, numerum n —-1 
haud superans, alque per A quilibet numerorum: 

ee, 
nee non per 4 quilibet numerorum: 

0. 1,2. ....(n—%) 
denotatur. 


Haec de natura radicum duplieium aequationis formae: 


c 12-4) 2-4,). ... (2-4, (ZMs, 42) ZMs.1) + (Z-M,)(Z-M3)....(Z-m;,) = O 
atque de quantitalibus €, «4, @,. .... a,_, attulisse sufliciat. Qua forma bre- 


vitatis gratia denotata per: 
(n-2, 2n-1) = 0, 
similique denotalione., si in priori aequationis termino factores (2 — m;,„.,.) atque 
2— mM,,,,) cum aliis duobus quibuslibet e numero 2 factorum: 
z— m), (Z—Mm), -» --- (Mn): 

commutantur, adhibita, (2n--1) formas: 

2a +1,2#2)=0, (a, 20 —1I)=d, .... &, D=0d, (1, a +90, 
quae et ipsae similibus suppositionibus ad n reales radices duplices ducunt, ope 
substitutionis: 


— 


1 — P. hu 


ar 


mim 


ubi quanlilas 2 respeclive condilionibus: 


Man ı2 —_ M Mon Mansı > MZ Many + Mi >m— Mm, 


satisfaecit. nee non habetur: 


p(ın—m) >(, 
ad illam formam (?r--2,2n -1)=0, pro argumento Z revocare licet. Ce- 
terarum vero omnium formarum naturam indagare hie non placet, quippe quae 
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realem problematis algebraici solutionem haud admittunt. Facile enim demonstra- 
tur. has formas, pro realibus ipsius e et co@flicientium funetionis (2) valoribus. 
'adieibus binis inter se aequalibus neutiquam gaudere posse. 


8. 
Problematis algebraici solutio in antecedentibus exposita ut adhibeatur 
in Iheoria integralium Abelzanorum (n—I ti ordinis, generaliores quasdam de 
his integralibus, quas adhuc pro theorematis Abekani applicationibus habere licet. 


propositiones hic peeuliari methodo deducere velimus ex aequatione identica: 


>>. C(P(2)) (2 ne IN; „.: 2) (2 ze IN „. ı) - f(z) _ ( | z Ü ) JI z%) II: 2 “ 
ubi ponitur: 
(zz —-m)(2 —m)....8 m.) = f(z2). 
- np 3 — A,)(2—4A,)....(%— A,_) - P(z). 
JD. u | 
Rs z—Yı)-.+»+- (2 —y.) = nz). 
(3 — ı)(z— F:) z—Y,) /I 2) 
ıta ul quantitates: 
57 Yı Ya» =. 3 Y 
radices sint aequalionis Inti gradus: 
58. CP) — m.) — Man) +) = 0. 


Deinde per signa 
Din 2 ir A  rrr 


tales posilivae vel negativae denotentur unilates ul, lillera » designanle quem- 
libet numerorum 1. 2. .... n, generales habeantur formulae: 


C, v(. Iy,) 
(ma„4 au )(man we ö 


E,y(4 Y,) 


(Man -: Aa Y,)(m», 1 } v) 





‚ePiy) = 
59, 





//‘ DD’ di ut 
} C I (Y,) DER 
ubi breviltalis gratia ponitur: 
Az = — (38 — m) —m).... (3 —Mm,4R)- 
Ex aequatione (55.) tria placet derivare systemala formularum. Primun enim 
ibi posito: 2—=A,, Fe myı., ?=M;,.ı, Ubi littera ce quemlibet numero- 
rum 1. 2. .... 2» —1 denolat, prodeunt formulae numero n--1 hae: 


60. f(A) = (1+C)n(A,)II(A,); 

61. fm) = (1-+-C)n(m,..) II(m;,.:)» 

62. Fmap) = (1+C)a(m,;ı) II (ma) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4, 41 








32) 
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Deinde utriusque ipsius lermini logarithmos, ipso & ut variabili assumto, dif- 


lerentiando, positoque s— A,. emanant hae rn — 1 aequationes: 


0,3 | ! l } 1 S ( 1 f I ) 
5. m me + — DI | - — —], 
Au—m, Au—m, Die, ‘ A, —y, ' A4-—h, 


Kiusdem denique aequalionis el aequationum (60.), (61.), (62.) utramque partem 
logarithmice differentiando, quantitatibus C, A,, A,,... 
SE 7 


eiseimur has n -- 


. Bi Yıs Ya, ..e... Ya» 


Y, pro variabilibus assumtis, si adhibetur aequatio (63.). nan- 
2 formulas differentiales: 








' I \2 (> __ Wr 2 Gr a un 2 n 2 , 
64. dlog (1— anni ein di nn) — a ot 7 ach ) 
dz 1+6 1 S Yrv 7 ba }, 
65 dl a - ( dy, ce. dY, ) 
En; AL! En Pr 
66 ee _5 ( day,  , dh 
| - Ü ,y Man ? —Yy ' Man Au Y, u 
Al a I) 
l Ü - .: Man-+1 u; Mn tı Y, ; 
ne u dU , 
Inde. eliminatione ipsius ILC facta, ducimur ad has n- I aequaliones 





d los (1 _ CE Bm) men, 1) 
" 12 
PERTE 7 DEMR „ke ERRENn. . ‚Aa 
N (y—A,)(2—Y,) (Y„—A,)(x—Y,)) | 
/ 4A, BR $) 38» Pe: Ay, NE ER. d Y, u 
 (m—-4,)@—y,) " (,—4,)(>—Y)} 








OS, 
(4 \S | dy; ar, 
:(A._,—2)2 — - u Ar Yyı}ı? 
u ee ü 1 (Yı — A,.—ı) (3—), ) ( } wa An—ı) Fi } > ) 
n 
a dy, dY, ! 
— Mana ZB) ar I — er ren ai‘ 
ii (y, Man 42) (> — Yr) (Y,— ma42) (2—Y,)' 
Ä 
\x) d} ) d} ” 
(Mm>. —%) 2 BE Gr TEE ee a > A RE Mr 
a ze Tim) N) ' (NY, —mn4)(2— V,)N?’ 





yuibus ex ordine multiplicatis 


per expressiones: 
| 





1 


YC P(4,) A, — man) (A, —ma4ı) z—A, ? 


1 


1 


YG P'A,)(A, — man) (A, — mau)  2—A, 


l 


b Ü P (A) (A, 1m 1 ») ( An-1— Man-ı 1) . s—A, 1 
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l | 
YC P(man+2) (Man 2 — Mantı) 2 — Mant+2 
| 1 


vC Pims,.; 1) (man. 1—Man42) S—Manıı 
quorum factorum summa secundum theorema nolissimum transit in expressionem: 


1 
vVC Piz) (2 man) (2 —man-ı) ? 


additioneque instituta, prodit RR differentialis: 








ECP(2))? (3 — man+2)? (3 — Man +1)? 
— d.log N r 4 IDME Ant) \S Man) 2 
di Az 
ve Pe) z mn.) z mu) 
—. dy, dYy 


IYC(z-y,) P\ Y)y —Manz2)(Y, —man+1) ! VOR-V,) PT, ma) (V,—m:,. 1° 
nec non post facilem reductionem, si in singulis secundae partis terminis e sin- 
gulis aequationibus (59.) valores ipsius yC substituuntur, respective integratione 
facta inde a valoribus 

‚0 0 0 0 0 0 70 ”0 ro 

u Me B,_1» Yı9 Ys93 u... Yns Rr, Bi Er 


qui valores initiales BR variabilium 
Ü, A:. As. . ee B re Yıs Yas “0 © Yns Bi Bin u ve Fr 
sunt. usque ad hos valores finales, haec elegans formula obtinetur: 


v y 
59 S, \f 0, dy [ E,dy | 
r a | a (»—y)Y(dy) |. (z—y)y(Jy) \ 


o 


? /Ö Piz) ( — m2n42) (3 — Man 4 1) 
— 0. are lang ke (22 263 ö ve 
v(—43)\ v(—42) 
ye® ih (2 3-— mn rn — Man+ı)) 
— arclang -_}, 
ubı ponilur: 
yı =. nz 
/ (3) — — 4’)(2 — A2!)....(2 — rt 


In hac formula continentur ER aliae quae per evolutionem secundum descen- 


dentes ipsius = polestates inde derivantur, nimirum haeec: 


/ erytdy F 1.2. 
0. wi 4 Yy(4y) I u V(: AY ) E 


ubi littera « quilibet numerorum O, 1. 2. .... n--1 denotatur. atque haec 

pro qualibet quantitale @ valens, ubi denotatio pro coöfficiente evolutionis usi- 

tata adhibetur, nec non &(z) designat functionem integram ipsius x quamlibet:: 
41 * 
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ri et ‚Dly)dy | Zul E,Piy)dy 
11. > t onen 
' > (y—e)y(. Iy) MR (y—a a)y /(4y) 


\ 
’ 


v 
D(zx) \ ih (2) (eM»„-1.2) Man ) 'C°9 2 3) -Ma (2m: ı)l 
—? | ‚arc lang’ e “ 2 ne arc tang I (# (2 I) u dh = 
(2-@) y(-4:) \ Y(- 42) Y(- 42) 
D(e) \ vC(P(e))(@-m;,.: (a-Man+ ) 6° ( P? («&)) («-Man..2) (@-Man._.ı)) 
2 ‚arc lang ( | arc at PK nr ak nice 





v(- Je u. y(-de) a "7 u 5 
Aequationis (99.) forma talis est, ut n relationes algebraicae inter In 
ipsius radices valeant, unde patet, n valores Y,, Y;, .... Y,, algebraice eos- 
que ul radices aequationis li gradus determinari ex quanlitatibus yı. Ya» - --- Yr- 
(uam determinationem, una cum computatione sienorum E,. E,. .... E,. 
atque quanlitatum in formulis integralibus involularum C et P/z), hoc modo 
instituere placet. 
E formulis (59.) sequitur haec: 


12 | ÜP(z) — n[z\ Dr (> % e, v(4y,) | { ): 
ud» \ P} Pd E . 7 5 yon er s 
Mman+2 —Yr)(Man+ı —Y,) U (y,) 2—yY 














unde cum ex aequalione (55.) posito x m,, derivelur haec: 
73. C(P(m,)) (m, — m,) (m, —ım,) = (C-+1)a(m,).II(m,). 
deducuntur hae relationes: 
(Ms...) 
II (m,,.o, Fiman42) 
N (m ) 
i (man.ıı 
: II (m,,..ı) / _— 
74 J i T Man+ı) 
SEEN n 1 2 
| ru Y») ze 
:II\m,) (mM, a), Mm) 77 Jam) MEER DE.) ._. ; > BO —, — | 
\ A\ (Man 42—Y,) are ‚1 )a(y,) mI—y, 
Br (5: e, a: ze 
1 Man+2—yYr) (Mantı —Yr)Yr) 


alquie, quanlitatibus d,. b,, .... db, ut supra denotalioneque (35.) introduelis. 


n 


haee aequalionis, radieibus Y,. Y;. .... Y, 


n 


gaudenlis, forma: 


1 IS e,y(4y,) Ve S, Ber (m2n42—bx) (Man +1 —b;) &V(dy,) A 
iii un IM , _— — I --— EEE .— ] 
N (mon -2 Eng‘ „)Mman-ı AR y m’ y,) | 1 N \/"b, (Man+2 Yı ‚(man 21 — Yv) gt 'y,(b.—y,) v) Zu 


— 3 
Signa K&,. E,, .... E, deinde compulantur ope formulae ex aequationibus 
(99.) et (72.) derivalae: 


u HRS n e, V(4y,) | 
db. FE, = (a...) M...1ı— 4 \sı{ Y)» . = —— j 
\ Bi r ir i v) N (man 12 —y,) (Man ıı-—Y») se’ (Y,) } u £ 











lam adhue aliam formam functionis yC. Px proponere placet, ex omni- 
bus radieibus aequalionis (55.) composilamı alque in formula (71.) substituendam. 
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Nimirum valore ipsius I- C ope formulae (61.) determinato, alque 
in aequatione (79.) substituto, emanat haec 


(my). Il(m,) Finn) 


17.  YEPm) = + — —— IERR 


af 


y(man-.2 — mu) (Man.ı — my) U (man...) Ilm Int?) 9° 
unde loco ipsius 2, quantitatibus d,, &,,.... d,. alque loco sienorum + 1 re- 
spective signis: e, e, .... e”) introductis, hacc dedueitur formula: 
(8. yCPa) = 
F(z) 3 ( m l era ‚f(m», N) E ). 
\/z—D, 


‚ \7”(b,) (man. a b,) (mar ..ı — b,) (ma...) Ilm», 


9. 
Casum ubi rn quantitates datae: 
Yı Fr Ya “ . ai Yn ” 
reales sunt et continentur respeclive in rn intervallis: 


I Barren Mae ie 2 Ws 


a 
pro Jundamentali hie habere placet, quippe in quo quantitatem Ü posilivo valore 
gaudere, nec non quanlitates: 

' RE: RE #0 
reales esse alque in iisdem, singulas in singulis, intervallis conlineri. ex aequa- 
tione (55.) extemplo coneluditur. 

Huius enim aequalionis pars prior, si quanlitas Ü negativa esset, loco 
ipsius & valore radicis, quae in quolibet intervallorum (79.) eonlinetur, sub- 
stituto, ut aggregatum duorum terminorum negalivorum evanescere non possel. 
eademque parte priori pro 2=m,,_, el pro 2 = m,, posilivis valoribus gau- 
dente. radix y, in intervallo »%,_,.... 2%, lacens, alteram in eodem intervallo 
secum feral necesse est. 

Deinde palet, quamceunque e numero quanlitatum: 

A, Asysack le 

quae in quolibet intervallorum (79.) contineatur, eliam inter radices duas in 
eodem intervallo iacenies contineri. Sit enim hoc intervallum m,,_,.... m 
alque radicum y,, Y, minor v,, maior Y,. Jam si quaecunque quanlitatum 4 
in intervallo »%,,_, -... v, vel in intervallo Y, .... »=,, eontinerelur. eliam 
-adix alia aequalionis (99.) in eodem intervallo versaretur, et hanc ob rem haec 
ut tertia in intervallo »%,_, . . .. 22, iacerel, id quod fieri nequit. Inde adhue 
sequitur, binas quanlitales: 


/ er 
P(m;,-ı) et Pi ) 
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veneraliter simul posilivas vel negalivas esse, eademque natura binas quantilales 

P(m,) et P(,) 
saudere. 

Quae cum ila sint, habetur haee propositio: 
Si radices aequalionis: 
U(z-A)(2-4:)’....(3A,_1) (Mn) 3 Man.1) + (Mm )(Zm)....(2M;,) 
ex ordine scriplae: 
Ui» I Ban Bay ame Mn In, 
binae in singulis intervallis: 
Wi ei A Me a a Me 
conlinenlur, radices aequalionis similis formae: 
Ü (24° (2-42). ...(2-42_[) (2m, 22) Mi) + (2z-m,)2—m:)....(2—mM;,) 
ai, 
ex ordine scriplae: 
all) BE PO) 5 RIEBeNEESET 02 3 

tales funeliones quanlitatum C°, A, A, .... A? sunt, ut quantitatibus A°. 
A). .... A}_, in cerlis quibusdam intervallis respeclive usque ad valores: 

Sri; 
continue progredientibus, nee non ipso C° simul a nihilo usque ad valorem C 
apte erescente, ipsae continue pergant: 

0 


v® ab m, usque ad v,. 
Y? ab m, usque ad Yı. 


v> ab an, usque ad v,, 
I? ab m, usque ad ].». 


T} ab m,,„ usque ad Y,. 
nec generaliter signa expressionum formae: 


ai O\ 0 O\ fa, 0 ) 
) — j , —  K } ) — 
\ l N Pr. | J \ t N A 2 J .... \ U A 9 


’ nl 
(33 —4°)(17 — 4?) .eor.. 23 —4_). 


inlerea commutantur, nisi quanlitatum A aliqua per aliquem valorum: 
A 
transmigrat. 
Hac proposilione, cuius demonstratione facili, quippe quam in casu spe- 
ciali 2 2 anlea exposuimus, hie supersedemus, docemur quantitates: 


N,» An; “ * . Dr IN, 
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in aequationibus integralibus (70.) et (71.) pro valoribus variabilium initialibus 
0 Yo ”v 
ee, 2 


assumi posse. ideoque expressionem: 


“u R, Q u Ü 

Ss0 S / &,y“dy / wei 
3 ar —— -- BEE DEREN 

N y(dy) . v(.Jy) 


Myy-ı m>, 
ubi siona e, etE, ad v, et Y, respective perlinenlia denolantur per & el cd) 
» s N N v } | N 


evanescere pro: 


u =—=UQ, ul, m—=2, .... PM: n—1. 
alque pro u -n lransire in expressionem: 
n / - 
) + ‘ —_ e 4 } (. 'E ) | 
S1. — )Jarc lano er ———— IT, r a 
(Man +2 —y,) Man +1 Ir) TUN ,) 


nee non integralium aggregatum hoc: 


BD r 2 e 
82 < / "&,®D(y)dy f ” &,P(y)dy 
i u. Be nn — ” 2 an ABEL nn 
£ iy- @) y (Iy) (y — &) y(dy) 


i 
My, 





Myy-ı 
congruere cum expressione,. ope formulae (72.) composita: 


D(z) ((z) (z-Man.1.2) (z-Ms,.xı) bu ( e,v(Ay,) l l ) | 
— a PEN —_ — 3 = 
' 





33. A ——— —— arctang —— P- 7 ARE ih 
(2-@) y(-42)“ v(-J:) s (man ı2-y, man +ı=-Y,) Uly,) 2=-Y, 


D (a) tie) (@-Mman42)(@-Man4ı) SL ( e,V(4Y,) \ | ) 
—— } ER = s — = 
(man 


'ı) u £ ü 
+2 Y,)(Man+ı=- 9) My) a-y, 


+) - arc lane —2 
v(— Je) N Y(-4A«) 5 


Si contra formulam (78.) in aequatione (71.) subsliluere velimus. loco quan- 
litalum, e numero 22 quanlitatum: 

ir 
arbitrarie electarum, d,. db, .... d,, positis 

|  ERRR 





simul signa: 
PRer CHE 20 
ex antecedentibus congruere debent cum signis: 
A PER 
unde sequitur, expressionem (81.) adhue commutari posse cum hac: 
a &, | EEE. f(ms.. )' 


Dan Aa FR 
— Jarctane Zr —— Hz . unse RE - 7 SER 
ot I" (m»,_ı) u (Mm2n+2 —m2,—ı) (Man 41 — ma, —ı)} st (man-12) Il (ms, +2) 








alque posito: 
WEN Pa ao 
Ye P(z2) = 


: | | 1 en (ma, ı2) | ): 


Tim»N„- >) Ilm», 2) u—mM vl 





I" (ma, 1) j y (ma. 2—ma,—ı) (Man 1 —Ma,—1)! 


ipsam (83.) cum haec: 
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&D(x) VC Piz) (z— Man-ı2) (2 — Man+ı) 
—_) 1- 0 are lane ——— 
3— ua)y(—Az) u Yy(—4z) .— 


D(«) 


Y—de) 





> 


arc tang VE Pla) (a —Man+2) (@— Man- 1) 
c alll — —— — ne - 
5 y(— Je) 





10. 
Disquisiliones denique antecedenles de integralibus Abelians (n— ti 
ordinis adhibere restat ad functones Abelianas eiusdem ordinis. Ubi ut casum 


prineipalem. ad quem ceteri ob earundem funclionum periodieitatem revocantur. 
ponamus hune: 


&, 0,3 7 Gayılinnenen ,=c6, 
quippe qui cum casu primo problemalis 


specialis in arliculo 6. exposilo con- 
venit. Cum vero ibi signa quanlitatum: 


Pi...) Pi.) 2.24% P(m;). P(m,). 
eongruenlium cum ipsis: 
ren o(m;). o(m,). 
eadem fuerint ac ipsorum: 
ni 9 — Man—3 9 Be (—1)"" 1/39 Gau Pan 79 


sequitur signa quantitatum: 


any 13, 1 9 Mon-2 9 Nan-3 9 a ans Man—ıs ..0.. Ion ıı» 


aequalia esse ipsis: 


/ n—h-1 / \n-/} —) \n-1 
0 €n9 ! FUE T ee ET ER E (—1) &; (—1) '&5 ww rn (—1)" Eis (—1) €, 


Quae cum ita se habeant, ex arlieulis (9.), (8.), (7.), (6.) prodeunt haec de 
functionibus Abelian:s \heoremala: 


Theorema V\. 
„‚Introducantur brevitalis gratia hae denotationes: 


12 —= — (2 —m) (2 —m;).... (2 — My..0). 
2) = m) —m)....(3 —m;,), 
(3) = (3 —v,) 8 —vı)....(8 —v,). 


„‚atque definiantur argumenta w, uw, u“, u" his aequationibus: 


n „ver I 
= (/ nn ) = 2u, 
NS, v(dy) 
2v—1 
U, 
. 7 8,aydy 
»Y (/ — \) un 2u, 
ı ” v(dy) 


Mayer 


n ! Ye (n-1) „‚n-1 / f 
>y / > d > ( > en Yyulr-d 
. /{ ; ? 
1 y (Jr ) 


m 








ary—1 
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» 


„ubi a, @, .... am» 


quantitates quaelibet sunt. Jam horum  integralium 
.„limitibus : 
u ie Mi 
„‚tanquam functionibus argumentorum: 
u BE rer 
.„„consideratis. ponatur generaliter: 


JT (m,) = hy u, u, ..00 wi), 


1 Er; ‚Di ®Piy)dy 
z — 2G(u,u‘,.... u”), 
v © —a)yd(y 2.) er 


Moy-ı 


„Nec Non: 


„Quibus statulis,. si argumenta u, %, .... u" pro: 








ur = m,. U, — IN; « ee V -. IN,,, » 
„respective valores M, M’, .... M”-' induunt, habentur formulae hae: 
ham U, 2... u). kun M- u,M—u,.... MOD ur-D) 
ans (U, U, .... u). A „.ı M—u, M — u‘, .. MeV _ ud), 
ı, (u,u,.... u), a (M—u, M—w,.... > ud), 
I 
f(m., . >) 
:f'm;,;ı) 
/ n € 1 U.) { 2 
: (m, — M,) Mon, — My) Tı(m,) > Ye) A 
u 1 (Man ı2 — V, Ya v, rn’ iv, % Im}, V, 





:1- IE: e,yAW,) 1° 


 (Man+2— v,) (Man +ı — d,) r (v,)) 


” 
3 





„ubi 4 quilibet est numerorum 1. 2. .... 2n; atque 
G(u,u,.... u") --@(M—u, M—u‘,.... MY-V — u") — @(M,M',.... MV’) 


(D(z) v6 Piz) (2-Man+2)(2 el] 4 Die) YC P(o) )(@-Mman+2)(a-Man +1) 
1. ‚ aro lang ————, Tu re tang FS He) r 


v—4(z) 
„ubi. posito: 











F(2) = (x —m)(2 —m;).... (2 —m,._ı) 


„„expressio YyC. P(z) determinatur formula: 


le > Ze - Akukse many) ) 
Ye. Piz) = 2) J , u... RD) AM — u, M—w,.... MU — ud) 


X S, &,y[k vl ", uw‘ : .ulr-D) ja, -(M— U, M'—wu’,. .M 1) — qui” NM m 


Fin Yllm, 12 — Ma) (Man 1 — Miy—ı rem Mn,—ı) 
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Theorema Vl. 


‚„lisdem denotationibus, ac in iheoremate I., adhibitis, atque posito: 


m ’n--I m ’n 
v2) — en | 
Man +2 Man 


22 


r (: £ Man ash (2 ’ [M2n+17 2) (2 ( rg / Man Hl _—m 
7 © n ° Se — ; “ . * [3 . u RERON: 1 f rg 
! Man 42 —Man—ı rn Man 42 — Man k Mana — mM, 


„ubi siena &,. &. .... &, eonditioni: 


y(l) >v(—l) 
satisfaeiunt. habentur formulae memorabiles 


hony2(2 N, MW, ..j 44 er ? (Many — Many) 


sr 


Dr 
nn, 
z 
-. 


Li 
tv 


rn mn; 4) 


Moni m: 


(EMS, MOD) Tr m pl te Ve) 


‚ Man? — mn, 


we (am m) 


we 


Mon } 1m», 


2,14 M,4M,....43M) : (Mon — Monzı)" zole rs 


| i . m». 4 27— m», 
I wii) w(—1) 
264 M,4M,.... 1Me®)— @(M, M',.... M’7') 
| &(z) ' ‚ ] D(e) ee 
u \ _ 1 [Ft ) + — a °C ‘ ._ 4 n . 
(?—e)y— A(z) N EKUR.®: v—4A(e) aa 7.2007 


„„ubi ponitur: 


> — Man-+1 % Mani 
ww —— ui — | 
- ) SS — Mini 


S— Man Z Man 2 2 ä 3 — Mon 2 
2@ ee En 
BR (2 Man +? +1 ’ } 3— mn 


v—4(z) m». n+1 


. | S—Mant2 

Si in ulroque theoremate ponitur @ = 4 = yYMy„ı2, alque loco lunctio- 
nis (2) vel expressio: ymını2.(3— se) vel Yarııyz. D,(2). ubi $, (2) 
et $,(z) funcliones integras denotant, quarum posterioris gradus numerum 
haud superat, dum prioris gradus numerum 2r — | aequat, pro valore ipsius 
M;,.;, Infinite magno, prodeunt theoremata duo de tribus functionum Abelra- 


f 


narum (n——I)li ordinis generibus principalibus. 


Theorema VHIl. 


‚„Posito: 


y—-m\y—m)....(Y-m..) = Diy, 





e man?) (2 Il Mani =) 
€, - Baer ı cr nu...“ a T7 ver €, \ Pig ter 
TE man — Man: | Mana — My, 


a; 
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> J/ 2I7) —2u, 
vD(y) 
Ma... . 








>, va e,YV ZE - Yu 
J ‚vDiy) Tr 
2v 
n v u 
S (es ‚n er) _ Yu. 
Bye ı 
s 2, ‚(v)dy Ä 
>> # TnL - E(u,u‘,.... ut» 
' (. /Di y) u  Z 
Moy_ı 
n r. D,( y dy 5 m 
= (/ nl 2,85... 
ı > ‚vw ıyiy 


May. 
..integralium limites v,, v;,.... v, argumentorum: %, u‘, .... u" tales functiones 
„„sunt, ut brevitatis gralia posito: 
„(u,u,.... u") = (m, — v,)(m, — vı).... (m, —v,), 
..ubi z denotat quemlibet numerorum 1,2, .... 2° —1, habeantur hae formulae: 
lu, PD), M—u, M—u‘,.... MOV — u") 


’n.. } 


—- INS ZTPRORGe: m)... (Manz — Mon)» 


,,(u, u, .... u»). ), M—u, M—wu‘,.... MU — u") 
\ u &, VI v, a (m) 
— (Ma, m,) Zr \— on —— 
Mani — v, rn (v,) (m, — v,) 


.. quantitatibus M, M',.... M”- eos argumentorum valores designanlibus. 





..quibus ipsa pro: 
V, = IN; . U, — M;. Fa er u — IN,» 
..gaudent; nec non hae aequationes memorabiles: 


E(u,u',.... u») E(M-u, Mu‘, .... MO»-u0®) EM, MS, .... Me» 














I O,. ) ( (1 2) , 2° | mn PER. us 
VD) ii Zt In—1l-ı’ 

G(uu,... ud) @M—u,M —u‘,.... MU) u") —G(M,M', ER ae ) 

 ®D,(e) 
= 7 ER arc tangy(«). 
‚ubi functio 4 (2) determinalur formala 
2) = 

(mm 42) 2) So, L. Ay lu, .... u D)A2,. ı(M-u, Wu‘, .... MU —n " 
e yv-D(z) or (T-Mma2,- Ay; ma>,-ı) 2 Pi? Zee Ba. m,_ı i 


12 * 
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Theorema VIII. 
„Jisdem denotationibus adhibitis nec non brevitatis eralia introducta 
iunelione: 
(2%) T—E,y (My, 41 Ms,)) (278,1 (mM)... (Z+-L)" & Yan 1) ) 
X (SHE Ve nz Men) I Z—E,_1} MM )) (rl) Yon, 1m) ). 
„ubi siena &. &= .... €, eonditioni 
v(l) > w(—1) 


„salislaciunt, habentur aequationes notatu dienae: 


il MM... MOD) — fan): 
2, (MM, ....4 MOD) — 4uyl((— 1)" "te, Ylm...—m,,)). 
A, (4 M,4M',....1Me-D) — Lv ((— 1)" e,Ylm,,.ı —1m,,_,))- 
YEQAM, AM... Me) _EM,M,.... Me», 
MN (; ja 2 @) gi (pa ze" ="y] | 
Yv—Diz:) Am, 3 PERTRTER R 2n—1/]--ı 
‚ 1 37° ı My -n ‘M M' MM» 1 D,« Rp 2 
IG AM, ıM'‘,....& )—- GM, M',.... ET Toy et tangz (a). 


„ubi funetio 2(2) determinatur formula: 


> — man+ı Yly—Ll Vlz— man. ))—yl—vy—tvlz — Man 41)) 


2) = (If un 





4% 7  yY- Dix) ' Iy—Iylz—m.,.ı) 
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14. 


Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum 
differentialium vulgarıum applicandı. 


(Auctore ©. G. J. Jacobi, prof. ord.) 


(Cont. dissert. No. 16. tom. XXVIL, fasc. III. et No. 11. tom. XXIX. fase. HI. ı 


Motus puncti versus duo centra fixa secundum legem NVeutontanam attractı. 
$. 26. 
> * * * . . 4 “ 
| unetum inter utrumque centrum medium sumatur pro initio Coordinatarum. 
recla centra iungens pro axe Coordinatarum =, sit porro y distantia mobilis 
ab hoc axe. Si massae centrorum sunt »» et m’ alque a semidistantia cen- 


trorum, secundum antecedentia valebunt inter x et v aequationes diflerentiale: 
sequenles. 














Ri . ___:mle—a) m’ (+ a) 
1. de a—attyy}E Kata tyyii” 
| d?y EURER... ; BR m’ y ;, @@ 
dt? Ka—a)?+yyl% 


(ata)?+yyl: 7° 
designante « Constantem Arbitrariam. Porro angulus rotationis plani per axem 
et mobile ducti datur formula, 





a dt 
Y. 
A principio conservalionis vis vivae integrale suppeditatur hoc. 


2. d= 


= m‘ ao, 
3. dat tyy) = —— 9} 
2\ 4 ) Kr—a)?+y?}' + (a@+a)? 4 y2l 2y2 jF 


designante 5 alteram Constantem Arbitrariam. Integrale Kulerianum inve- 
nitur deducendo ex aequationibus (1.) sequentem, 








may dt m’ay dt ‚ a?r di 


ch —— 


eat hatartye 9° 








day—yıa)= — 


4 


unde fit 
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7 WE OR EREEOR N SHE may Zi Bi hun ; m’ay\\x+ta)dy— ydı\ 











Ev w—at+r? | Kata)? +y?}: 
a? r(rdy—ydr) ma:tydy m’ a? ydy 
g" (x — a)? +y?)? \(e-+ua)? +ysit 


Hinc aequationum (1.) alteram substituendo fluit 


ıd(sy'’—ye) = —Ima ——————_ 1 Jin’ a —  — —— 


(ulus aequalionis termini singuli cum differentialia completa sint,. obtinetur 


Inieerale. 
4. (ey’—yx')--Const. 











2ma(2—.a) mal +4) EEE 1 
— — UI. — —— +4 y — 
'(r—a)?+y?}? (r +ar)ty2}' y’ y* 
ponitur 
2m Ä 2m‘ aa; 
I e Ze Br vw kr ') Rn 
| ENG 2 3 775 1 tt uiazuer Zar ZI 
. | [2 —a)?+y?} (ta? +4r?? 9) 
2ma(2— da) _ 2m'’a(xc+a) we 
M = — Sr r—= (a —- 2" --y°)-+Y 
(2a)? +y2 ( (z+a)? ger y 


duo Integralia inventa evadunt 
Ö ra'+-y'y'=L, (ey—ye)—ayy —= M, 


SIYe 
siquidem statuitur 


ya le, yy—M-+}7 
Si duorum Integralium ope et z’et y’ per & et y exhibentur, secundum prin- 
eipium ultimi multiplicatoris obtinetur tertium Integrale. 


FIR FL 2 u Const. 


At cum et L ei M ab ipsis x’ et y‘ vacua sint, fit 





o of 

= / = 7, 2 —— u 

GE Oy ” 

Ot ‘ ot N 11 \ ‘ - - 
nk me mi Iv(ev—vr). = — Irley'—ye)—Nay". 
or i A z oYy' R k 5 
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Quibus formulis substitulis eruitur 


of es of op 
EEE u 1 u u 
! | = Izr'--yy)(ey —yr)— ax, 


4 / 


OX Oo y oy' "or \ | 4 
‘ 


— —Yry(e/r— y'y')+(aa— ır+yy)ey' 


Unde tertium Integrale evadit 


ri /. j yda— a’dy nu 
m ug ztrYY)XYy ı  ° 
designante & Constantem Arbitrariam. 

In formula antecedente expressio sub integralionis signo posita, quanlı- 
tatum x’ et y’ valoribus substilulis, evadere debet diflerentiale completum. Qui 
valores ul eruantur et commoda substitutio fiat, adhibeo methodum in caleulis 
algebraieis usitalam, videlicel addo aequationes (6.), altera multiplicata factore 4. 
yuem hac eonditione determino, ut aequalionis provenientis pars laeva evada! 
quadratum funetionis ipsorum 2’ et y‘ linearis. Ea ralione venil 

3. (—-a-+ıyy—2leyey'{(y+o)rac — M-iL, 
quanlilale 4 determinala per aequalionem 


N. 0 = (A+-yy)(A- TILr— Add) — LCEyYY 


l » 
no) 


— Klar tyy—ad)— aayy. 
Huius aequationis quadraticae radices vocemus 4’ et 4, eril 
10. aayy=—4i', zcetyy=aa—1—1", aazı — (aa—h')(aa—i 
Hine quadrata distantiarum puncli mobilis a centris attractionum fiunt 
(ta —-y = 2a — 4 — 3" + I Yllaa—)')aa—,')). 


ideoque ipsae distantiae 


11 (zta” --yy! = ylaa—i)tylaa— #' 
Porro fil 
“—aatrar — —ylaa—4)iylau—i)Fy(aa—i')}. 
fl P f; sl RR: UN / add 
—aataz — +ylaa—4')|y(aa—4)Fylaa—4")!. 


Ideoque 
“—aatax a - 
2 Fnmiänpl. —= — yYlaa—i'). 
KarFa)+yy}' 
12. 
‚'— aatax 
Fa)? +yyY' 


Si has formulas Bis in (9.), sequitur, quantitatem M- UL solius 4°, 





—= tylaa —/,') 


uantitatem M--3” L solius 4° functionem esse. Etenim si advocamus formulas 
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e (10.) fluentes 














Be: Er 1 a? 
| y® Try 4 
13. 
ee ER 
u A RR: 
e (5.),. (12.). (13.) eruitur 
= Pr - 4 LU) = — (m--m‘) Y(aa—4)-+ca(I - 55) + Ba-HAy, 
4 \ / Wi | aa 
13a ID) = (m—m')y(aa—iı "+ aa(1— #6) + Pa" +4y. 


Ipsae quibus 2’ et y‘ determinantur aequationes e (8.) prodeunt substituendo 
ipsius 4 valores 4° et 4”. Quae aequationes per —a’ multiplicatae, formu- 
lis (10.) substitutis, evadunt 
Hy y I ya) —1'))— ii (da — 1)a’ x 
— —- d(M+,D, 
a H)y'ıy! + I YCl— 1 (a — I) — 1))— 1 (WW — A )air' 
= — ad (M-,'L). 
sive extraclis radicibus. 
jr ler — 4)).y’ + Yl-4(a —4")).2’ = ay—-(M+uL). 
ya —4)).y'’— YO (@— 4)).e = ay(M-+4"L). 
Kasdem aequationes (10.) differentiando sequitur 
2aly'de— z’dy) = y’d.y((@— 4)(@— 4)) — x’ d.y(— 44") 


—dı 
- ra WHY YO“ (@-2).2' 


er. 
y(4"(a? 

Unde formulas (15.) substituendo prodit: 
Y(IM+A"L).di’ Y—(M+3L).di" 
v(—A(aa—4))  Y(4’(aa—)')) 
Aequationibus (15.) in se ductis et rursus (10.) advocatis eruitur 
-L)\M-+,"L)). 
Per hanc formulam ubi dividimus antecedentem (16.), prodit 

| — ydı—ı'dy 

ay(aa'—y'y') +(a? — 2? +y?)ac'y' 
— di | di 


15. 


| 


in WR (a —4)).y’ + YAM IN)).e). 








16. 2yr’de—r’dy) = — 





nd arfarl and | | nv Pe 2 RE 
1. ayyy er) y—a)ey= 








1 


n 











 2rlära®? — 4) (M+RLD)) | 2y(A”la® — Ar) (M+R"D)) 
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Hanc supra vidimus expressionem secundum prineipium ultimi Multiplicatoris 
fieri debere differentiale completum. Ac revera, quanlitatum 4(M- „L) el 
ı(M--4“L9 valoribus (14.) substitutis, in ea expressione differentiale d#‘ 
per solius 4, differentiale dA‘ per solius 4° funetionem multiplicatum repre- 
hendilur. Unde, formula (18.) substituta in (7.). tertium integrale per duas 
Quadraturas obtinetur. 


d 


Si formulas adiicere placet,. quibus ? et f per 4° et 4 solarum ope 
Quadraturarum determinantur, differentietur aequatio (9.). posito == 4, unde 
prodit 
= (4 —1")di’ 4 NW ade — (a —i')ydy 

‘) 


Wh) dH- Ye # la —4)) YO 7 (a - dar - (3 (a —))) dy! 


/ 


WA) dW + 2Y@ (@—1)(M+4L)).dt. 


/ 


Hine. si aequationem differentialem 








19 dr ee 7 da" 
yv(A(a?—A)(M+XL))  y(Aa?—7)(M+-4"L)) 
advocamus. oblinemus 
3) Py  TEn u WEHR 0 ne ran 
ia . = VY(l(a—4)(M-+%L))  ° v(l(a?— 4")(M-+4”L)) ' 
j — aa? di 
4 WM oo 
A 1 ds‘ | da’ 
lau \— — 


I yas "yda®—4)(M+3.L)) | yAr3 Ya? — Ar) (M-+3”L))\ 
His formulis videmus, ad variabilium 2 et f valores per Quadraturas inveniendos 


non opus esse ut anlea variabilium 4’ et 4‘ altera per alteram expressa habealur. 


De corporis solidi ictu impulsi rotatione circa punctum fixum. 


$. 27. 

Exemplum applicationis prineipii ultimi multiplicatoris ad motum non 
liherum suppeditet rotatio solidi circa punctum eius fixum, si corpus solo po- 
nitur iclu impulsum esse, nulla accedente vi acceleratrice. Valet pro eo motu 
prineipium conservationis virium vivarum nec non cuiuslibet plani respectu 
prineipium conservalionis arearum. Quibus si additur prineipium ultimi multi- 
plicatoris, per sola principia generalia problema olim diffieillimum ad Quadra- 


luras reducetur. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4, 43 
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Sint S, v, C Coordinaltae orthogonales ad axes relatae in solido lixos. 
ın spatio mobiles, quorum inilium punetum fixum sit eirca quod solidum rotatur. 
Sin 2, y, 2 Coordinatae orthogonales eodem initio gaudentes,. ad axes in 
spatio Iixos relalae. In aequationibus, quae inter utrasque Coordinatas locum 


habent. 


.) PO zu . . 2, 1 ., 7 u Bi, " 
I. LE :-UÜsS+ PU- > y O,s Tr Pıl 715» ss = SAU "Is; 


’ - 
sunl S, v, < Conslianles, novem Coöflieientes @, 9 etc. variabiles, inter quas 
relationes notae intercedunt, quibus illae ad quanlitates tres revocari possunt *). 
Adhibila differentialium notatione Lagrangiana e (1.) sequitur 


et —=a5s+Pvtyl, Ya=as+ßvtys, Zenit hvtnd 
Ponamus 
a4 a > %, BE N Ian, MT IA AL, 22 4 a 
I? Fıyı ai as vr TyırPı Pe} = 4, 
ar cr" Ü 2 a — ER: a my ga A ——- (I. | gp-r b 
/ yıYı TyRR ey Tafı Ay 2j ’ 
, [24 RL De a Wat es 
(9 " [317 (9 [93 _— N [04 rPı0Cı T [Pr Ca — . 
ex aequationibus 
2 + —=UV, Pam +- Rn —c, Yya-tyahı+p—b, 
. . } j .. . . “ 
ynarum prima e formula @@--@,0,—- @,0, —= 1 sequilur, fluil 
: PR Fa 2 „| P em .) ar 
ar _ u Pe vb, di; — — Me+yb, U, = — ne+-yb, 
eodemque modo obtinetur 
M=—ya-uoc, v'—= — ob--Pa, 
Br £. ai | z ua zo; | + 
IM = —Yıl Ort, Yı = 01D PıG, 
= —p4+0:6, n= —mb-Pra. 
Quibus valoribus substitutis eruitur, 
x’ — a(cev—bI)-+ Plal—cäs)--y(b5—av), 


/ 


v’ — n(ev—bI)-+P (al —e5)+yY(bS—av), 


3’ — m(ev— bi) + prlad— ec5) +-%(b5—av). 


*) Formulae (1.) si Coordinatarum orthogonalium transiormalionen exprimunt, fit 
By) IH — +« ete. i ar ( Eee vB) + By & 2. +y(a' #'— Pa a'’) — P 1. At 
in hac rotalionis quaeslione, jam alibi adnotavi, semper signum + ya esse. Po- 
namus enim inter binorum COFpoFUng puncta correlationem dari talem, ut ailerius corporis 
puncto, cuius Coordinatae sunt 5, v, L, respondeat alterius corporis punctum cuius Coor- 
dinatae ad eosdem axes relatae valoribus x, y, > gaudent: prout in illis formulis signum 
- aut — locum habet, erunt corpora aut congr uentia aut uli dieitur symmetrica. Casu 
posteriore autem fieri non potest ut alterum corpus in alterius positione collocetur, neque 
joitur rotatione alterum in alterius locum pervenire potest. 
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Unde sequilur 
2. ww - +Yytz = (ev—b5)- (a — c$)- (bs—aı 
Porro e (1.) proveniunt formulae, 
ry—hz=ßL yv, 03 2 AL—yıv, GC —OY Po—yt 
ry— Az =y5— a6, PS — PX = 4$—0L, Me —PY 5 — 06 
py—yız=av— NS, YZ—ypam=av— dd, NMc—yy—=av—ßE. 
Unde substitulis ipsorum x’, y’, 2° valoribus eruitur. 
y2’— zy’ = (PS— yv) (cv—-bL)-- (yS-ad)(al—ck)-- (av PE)(bE—aı 
3. Mn v—bI) --(yS—a,L) (a5—e2) (1 V—ENbE-—av) 
ay'—yr'—= (5-7: N 5-0,5)(aö ce) + (m v— SF bE- av) 


Axes Coordinatarum &, v, { semper ita in ipso solido disponere licet ut. de- 
sionante dm solidi elementum cuius Coordinalae sunt &, v, [, sit 
Svödm=0d, NS.lS:dm=0, N.ivdn—0. 
summis ad omnia elementa materialia corporis extensis. Unde ponendo 
A— S(vv--LC)dm, B=S([I-+5SS)dm, U S(ESHvov)dn, 
e (2.) et &.). 
. T= 48{r.r-+y'y'-z»’2‘)dm = 4[Aaa-+-Bbb-Ccc!\ 
L = S(yz'—zy')dm = —ia.da-P.Bb-,.Ce 
3. MM = NS(z0'— ıez')dm — ‚2. Aa 9,.Bb--y,.Ce!. 
In — N(sy'—yı')dm = — 1%.Aa- [/,.Bb+7..Ce!. 


en 


Ouibus in formulis secundum prineipia conservationis virium vivarım el area- 

rum quatuor quantitates 7, L, M, N aequantur Constantibus Arbitrariis. 
Novem Coöfficientes @, / etc. per Ires angulos 9, 9. 9, exprimamus 

ope formularum notissimarum, quas olim Kulerus in Introductione in Anal. 


Infin. dedit. 





(«@ == 6089, Sing: SINY; —- C08S9; C0S9;. 
0, = (089, 6089, SING; — SING: COS G;. 
% —= — sing, SIN4;; 
P == 608g, SIN@; 6084; —— C0SY; SIN;. 
6. 39, == 008g, 608 9; C08 9; -- SING; SING; . 
9 == — sing, 605 4;: 
y = sing, Sing. 
yı = Sing, C089>. 
(7: = 005ı. | 


13 * 
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KE quibus formulis sequitur: 








a —= —ySmG.M-t.m+-P.G: 
= — Sn — er Pı-B> 
c y SINg5.4, + 92:45» 
Bi Y 008%: -- Pi: — 1 .G;. 
Pi = — 110605. — PP: — 01.9; 
Pr = — 750089; 91 nn 03.43, 
y' = 0059, My. 9; 
yı = 00859 6089. 1 —Y-G» 
Y — sing: Yı- 
Unde eruitur 
| a—= Pr-Pyı- P$yp = 0059.49, — Sing, sing;.4. 
ı. (Mm — ja y'--a1Yı 4-0 Y}} — — sin g;.gı — Sing, C084,.4;. 
w — oe tn = 005: 


Quas quantitates in aequatione (4.) substituendo evadit virium vivarım semi- 
summa 7 quantitatum 4,» 42» 93» 91» 9» 9 functio. Quam ipsorum 4. 95.» 9; 


vespectu differentiando prodit 


‚ oT 4 
| , — cosg.Aa— sing,.Bb 
\ E77 P: /E p-Bb, 
oT ’ , 
S E77 — m — — sing, sing. Aa — sing, 6089;.Bb -- cosg,.Ce, 
oT 
> = = -te 
04; 


Hae quantilates autem aequantur sequenlibus. 


pı = — Lecosg--Msing:. 
y. P> —_ 2 ı- N, 
p; == (Lsing; - M cosg;) sing, -- N cosg,. 


sieuli patel substituendo quantitatum L, M, N expressiones (5.) et Coefli- 
cienlium «, / ete. valores (6.). Ponendo 


10. Ps osı TP: 


? sing, rs 
e formulis (8.) fluunt sequentes. 
Aa = 0059; . Pı — SiN g;.U, 
Bb — —sing;.Ppı — 00854;.U, 


Bi 
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Quibus formulis quadratis ac respeclive per A, B, C divisis consummalisque. 
obtinetur post faciles reductiones, 
11. 27 ul # sr I -UU)—- 5 1,P; 
< 2\4 7 BJ) PıPı“ ‚TePsP; 
HA 2 \ros)ga.— a) 
47 g)PıPı —UU)cos?g,— ?!pıusin?g;,. 
Cum T, Z, M, N Constantibus aequentur, per quatuor aequationes (9.) et (11.) 
sex variabiles 91» 4» 4» Pı, Pa, P; ad duas revocare licet. Quomodocunque 
hae duae variabiles eligantur, aequalio differentialis primi ordinis inter eas locum 
habens prineipio ullimi multiplicatoris ad Quadraturas revocabitur. At duas va- 
riabiles eligere convenit tales, per quas reliquae commode exprimantur, quales 
sunt ?, et p. Cum solidum nulls viribus accelatrieibus sollieitelur, aequatio- 
num dynamicarum forma terlia $. 24. tradila suppeditat 


dp, __ oT N oT 
di og, dt dqz’ 
unde aequatio differentialis inter p, et P,. quae integranda restat. fit 
IT IT 
12. mer dp; == VÖ. 
43 eg, 


Partibus dextris aequationum (9.) et (11.) in laevam translatis, aequationem ( 11.) 
denotemus per /7= 0, aequationes (9.) per I, =0V, AM, ==0, NM, 0. 
erit secundum theoremata generalia $$. 24. et 3. tradita aequationis differen- 


tialis (12.) Multiplicator 
oT IT, oO, on, 

















eu. 
-oT oN oL oM 
um — en, 
y„__cH coll, cH, oll, 
09% 0m 6 dm 
w dat oT oT \ N 
Cnius fraclionis ipsorumque B2 et —— valores sic determino. 
13 og, 
Ipsa T' non nisi in IT, ipsa N nonnisi in 7/7, invenitur. porro fi 
om „on, 2 | | 
Eu 2,5 v — |. unde numerator fraclionis antecedenlis eruwitur 
coll, ol 
22 + —..- = — sing. 
= OL 'OM Hi 
E variabilibus 9, gı, 92, 9 functio 77, unicam p; implicat. functio //, uni- 
0 01 a 
cam q2, funclio JZ, solas qı et q.; porro fit E ?— |, unde fraclionis ante- 
Pa 


cedentis denominator evadit. 
oT, ol, on 





9; og, i 09; 
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Fıt autem 


3 
A I, si ” Ss,‘ 
u sing-- M cosg;| 
oll | 
3 f a? / > a » . un . 
I — jL sing: -- M cosg;} cosg, - Nsing, = —u, 
ou „OT 
043 "og 


Unde aequationis differentialis (12.) Multiplicator fit 





je ie Eng, 
ADEIE, (Lsing,+Mcosy,)u eT 
O4; 


At e (9.) et (10.). brevitatis causa posito 
h—= LL--MM--NN, 
sequitur 
(2 sinp--Meosg —= y(LL-+-MM—pyp:) = yh—NN—pp\): 
I. uw = (Lsing +-Meosg)cosg — Nsing, = Yk—pıPpı —PP;)- 
| (h—p,pı) sing, = (L sing + M cosg;) p; — Nu. 


QJuibus in ipsius « valore (13.) substitutis sequitur 








15: ns l ) Be 0.1.0 
af 69  Ah—pPı Wh—PıPı—PsP3) Vh—NN— pp) 
oT IT 
Restat ul quanlitates 3a, ei 57 solis p, et p, exhibeantar. 
3 ı 


Quantlitatis # valor (10.) cum quantitatem g, non implicet, e (11.) 
sequitur 


oT l 1 fr \ ai 9) ‘) na N 
= (4) {im — uu) sin 24,4 2pıw c0s2q,), 


Kius quantitatis quadratum e (11.) fit 
€ a -uu) ar .) -uu - “ 
B Cu A ‚PıPı u / u‘ ! A RB (pıPı = ) — GP: Ps\ > 
Unde ponendo 


ke 1 
—= 2 T—- Z(pp tUuW)— GPPp:: 


y 


2 A 3m 
K= „(mnm+uu);- Gmm—?T, 


sıve 





l 


Kari (E-z)mP. 











14. 0.6. J. Jacobi, theoria novi multiplieatoris acquat. diff. 343 


sequitur 





oT 


IS. — 
Ö 7r 


ET KAK,). 


Cum elementum d? natura temporis numquam regredienlis semper posilivum sit. 





oT ' En 
docet formula dp, = — r dt, radicale yAKA,) negativo sieno afficiendum 
. 
esse, uti in (18.). quamdiu p, crescat, positivo quam diu p, decrescat. 


oT 
Ipsum 
OA 





e (11.) eruimus 








19 oT a ou 7 )u-: F An. N 
am Fa NAT BT \BT 1) weostq - Pısin?g;), 


Fit autem e (10.) et (9.). 


ou _ 4. Pstp, c08q, u Lsing,+M cosq, 


og, sing; sin, 


ideoque e (13.) et (18.) obtinetur 





20 u 2): POPOROR se une 
Te Te 
O3 


Porro ex aequationibus (11.), (16.), (18.) fit 


y 2 1 1 z er a I ! ! 
ıT-pp—(G _ 7) {um —pıp1) 60829} I!p,usin?g;! +(5 - »)pıp. -Uuu). 


ul 1 AN, 
!y (KK) — (3 — „){?p1 060829 (wu — pp) sin2g;}. 


unde 


‘) 
T (4 TI r »,9,)— 2» V(KK)) ‚= | 4 Wr I\, | 
ee = (tut lg) Rs? 4m sing) 


Hine valore uu--9,p, = h—Pp;p; substituto, e (19.) et (20.) eruitur. 





I.» ö 
oT «(er PP) pvKk, 


dq ı . (h —P3 P3) u Yv( KR) 








21. w 


Unde iam aequatio differentialis 


Ale oT | I 
"Zn, Pı — u 7 dp; = UV. 








yuae per se integrabilis esse debet, per formulas (15.) et (21.) evadit 


| 
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Ndp, £ ps dp, 








(x 
® 
U 


= — _ —— —— 
(h—p,p,)(k-NN—p,PıY" (kh—p,Pı)('k—PıPı —PsP5)' 


ort_PsPs 
pdp; al (er-"P>)ap, 


(h-psp)h—pıpı—PsPps) A—Ppsps)v(hR,) 








Qualuor lerminorum dextrae parlis primum et quartum differenlialia completa 
esse patel, cum primus solam p,, quartus secundum (17.) solam p, implicet. 

















Ponendo p, = y/(A—NN).singp, primus terminus fit 
— N dy | N tang y 
—- —— _ — _—- 6.08r7cCıanf 
hcosp?-+ N: sing? Yh d. arctang F-- * 
unde valorem tangy — Pı - reslituendo evadil primus terminus 
5 h—-NN—p,pı\ 
‚ —N ! —1 N 
25. — —— _.. —— — —d.arclang > RR 
(kh—p,Pp,)(h—-NN—p,Pı)' yh vhy(k— NN—p,Pı) 


Si in dextra parte huius formulae in locum Constantis N ponilur quantilas p;. 
prodit expressio, ulriusque p, et p, respeclu symmelrica; unde si ipsam quoque 
quantilalem p, pro variabili habemus atque utriusque p, ei p, respectu diffe- 
venliationem instiluimus, provenire debet aggregatum duorum terminorum, qui 
de expressione ad laevam aequationis (23.) posila derivantur, alter ponendo 
p; ipsius N loco, alter ponendo p, ipsius N simulque p, ipsius p, loco; unde 
de formula (23.) dedueitur haec, 

24, ( Pz3 dp, L_Pı dp; PESER _ ia 00; 

h—pıPı h—p3;P3; (k—PrPs—PıPı) 

PıP3 nu 
vhylk—pıPpıP3Ps) 











„ d. arc tang 
Yh u 
(uae docel, aequationis (22.) terminos secundum et terlium iuxla sumtos el 
ipsos differentiale completum constituere. Formulas (17.), (23.) et (24.) in 
aequatione differentiali (22.) substituendo et integrando prodit Integrale qguentum, 


. | Np 
er . S zn —g g _— - L Br SE MOREEEEE 
25.  Lonst. 7 ırc tang Yhya—_NN-p.p,) 
| PıPs 





arc lang 





yh yhyi(h— PıPı —Ps3P3) 


oy_PsPs 


[ | 6 )av, 





ar HE an Er Der 
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Tempus 7, quod unice determinandum restat, per p, exprimilur ope formulae 


: 3 d 
26. t --Const. — fer — /ııı X) 


04; 


a EEE... . N | | | 
IT Beseis ME ch)ei E' VA-er+(l er n)pıP;) 


Ita problema rotationis propositum iam sine plani invariabilis usu perfeele 








inteeratum est. 


Quod planum si adhibere placet atque pro Coordinatarum « el y plano 


sumere. fit 


L=0. M=V0. 


Unde e (10.). (9) et (11.) fit «= — N sing, . porro 
pn=0, pm=—-N=-—yA, Pp=Noosg.. 
2T 





ann dB, sing? sing: -- - sing? c08g; + k cosg?. 
N? A u ’ B ’ ET ı 


In dextra parte formulae (25.) terminus secundus evaneseit, tertius immulalus 
manet. primus autem zndeterminati speciem induit. Al observo e (9.) haberi 








Np, __ _INtang(q, —e) 
vhykk— NN —p,p)) viN2-L?4 M2) 
siquidem ponitur a — tange. Hine si ponimus L=0, M=0 alque Con- 


Constanti Arbitrariae adiicimus, formula (25.) evadit 


er- "e) dp; 
Const. — %- e 
er 5 en PzPp;)V(ARK,) ’ 


ubi A ei X, valores (17.) immutatos servant. Nec non lemporis Z expressio 


T 
£ -- Const. = Sa 


Formularum antecedentium ope variabiles omnes maxima coneinnitate exhiberi 
possunt per functiones ellipticas quarum argumentum tempori 7 proportionale est. 
Quod egregie expositum invenis in Commentatione inaugurali Cl. A. 8. Rueb 


i [44 
stanlem Yh 


immutata manel 


Roterodamensis ..de molu gyratorio corporis rigidi”, Traiecti ad Rhenum a. 


1534 publicata. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XNIX. Heft 4, 44 
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In his quaestionibus de rotalione solidi atque de motu puncti versus 
duo centra fixa attracli data opera analysi usus sum inelegantiori, ut demon- 
strelur, ea problemata ope prineipii ultimi multiplicatoris etiam absque artificiis. 
juae non ita in promtu sunt, ad finem perduci posse. 


De problemate trium corporum in eadem recta motorum. Substilutio Euleriana. 
Theoremata de viribus homogeneis. 


$. 28. 

Paucis adhuc agam de tribus corporibus se mutuo attrahentibus in ea- 
demque recla motis, quippe quod problema varia de Multiplicatore proposila 
exemplo illustrandi occasionem commodam praebebit. Ope prineipii conserva- 
lionis virium vivarum quaeslio in aequationis differentialis secundi ordinis in- 
tegralionem redit. At Kulerus olim absque Integrali ab illo principio suppe- 
ditato reductionem problematis ad aequalionem differentialem secundi ordinis 
per substitutionem memorabilem effecit. Cf. Nov. Comm. Aec. Petrop. Vol. Al. 
pg. 144 sqq., Nova Acta Vol III. pg. 141 sgg. Quam rem hie ita repetam 
ut simul per idoneam variabilium electionem formularum symmetriae consulam. 

Sint m, an’, an’ tria eiusdem rectae puncta massis m, m’, ın‘ praedita 
sitque m’ inler mm et m’. Designante O recltae punctum fixum, ponalur 

One, Baur. Geiz... 
Si direelionem motus, qua punctum a m ad m‘, a an’ ad n’’ fertur, positivam. 
direclionem oppositam, qua punetum a m‘ ad m’, a m’ ad m movelur, nega- 
ıyam dieimus, staluo 2, X,, ©, quantilates positivas aut negativas esse, proul 
a puncto fixo O ad puncta m, m’, m‘' directio posiliva aul negaliva est. 


Ubi massae m, m’, m’ se muluo secundum legem Neufonzanam attrahunt, fit 
s#z Ä m’ Ä m‘’ 

ut, 3° + = -+- - 

dt? d(a,—r): ! (ae, —r)?? 


N | d?r, —ım | m‘’ 
| 











— — - Br % r p+ EEE . 
di? (2, — ar)? | (a, —r,)? 


ex, —m m’ r 
di? (X, — x)? wer)? 





\ 





Trium massarum se mutuo attrahentium centrum gravilalis staluamus in quiete 
manere, quod salva generalitate licet, ipsumque ponamus centrum gravitalis esse 
punctum fixum 0. Hine tres quanlitates &, x,, x, duabus aliis « et v exprimi 
possunt per substitutiones lineares, 


2. = —=au+Pv, a =au+fv, = a 'u+Pp"v, 




















= 
x 
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in quibus «&, /?, etc. designant Conslantes quascungque salisfacientes duabus aequa- 
tionibus. 
3. ma+m a ma —0, mine. 


Quibus ex arbilrio addamus terliam, 


4. map mama PB! 0. 

porro ponamus 
maa-- m aa m'ate — u, 
m" B -- m’ 3’ 9’ + m’ 9" — v. 


Substitutis (2.) in aequalionibus differentialibus (1.) et addilis tribus aequatio- 
nibus respective per ma, m’a’, m’c«‘ vel per m, m’, m‘ multipli- 
catis. obtinetur 








du mm’ (e— a) , m'm(a—a’”) , mm’(@a— a’) 
- de (a, —xr,)°? nr (2,—21)2 Lu (x, — r)? . 
year REN in PN) 1 an A) 
SE; (2,— 1)? |! (ar)? (x)? 
Sit 
a — a ad, W"—amua, a— u u, 
eb, PB, P_R—b", 
unde 
3 ' a-- PR a’, b-Lb RRDEn b‘, 
‘ 


I an’ ım‘‘.ab — m’ m.a’ b’ -- mm'.a‘' b" — 0*): 


obtinentur inter © et v aequaliones differentiales, 











d’u m’m’’a m’ mau’ mm’ a'' 
U . peu PET: a Sn re yry az a 3 mn “ 
dt: (au-+bv)? (a u+b'v)? (a u+b" v)?2 
>. ch u / 
d?v m’m'b m'’mb mm’ b‘' 
Yon m —— — - —, 
dt? (au+bv)? (a’u-+b’v)? (a’u+b’'v)? 


en i du dv u. 4, 
Aequationibus (8.) respective per et FT, multiplicalis et addilis factaque in- 


teegralione oblinetur aequalio, conservalionem virium vivarım exprimens, 


ö 2 4 J 
0 “ | er +r(2) | = m'm a4 m’’m 5 mm’ a" 
Br 2 \dt di aufbv | au+bv | a’u+b"v ; 


designante A Constantem Arbitrariam. 











*) Haec aequatio sequitur e formula identica, 
(m + m’ + m) (ma 8 + m‘ a‘ + m‘! a’ #) — (ma-+m’ a’ +m’’ a’) (m + m’ 3’ + m’ 8) 
—= m’m’ ab -+m'' ma’ b' Hmm’ a’! b". 


44 * 
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Quantitates «u et v ipsis a, d, etc. determinantur per formulas, 
10 \ (m Han’ --am)u —= m’ m’ am’ ma” -- mm‘ a“, 
Hm -- m’ m‘ )v — m’m‘ b* -- m‘’ mb“ -- man‘ b’" *),. 


Ponamus 

11. navy u 1. 
- ur ı dd dd . 1 R 
inter qualuor quanlitates @, d, a’, db‘ locum habebunt tres aequaliones, 
— m’ (m-- m’) a’ -- 2m” m aa” —- m(m’ --m’')a’", 
— m’ (m -- ın) 6? --Ian’’ m bb‘ -- m (m! m‘) 6b", 


ze dir l / | ‘dd / 3 HUREN | ER HN alt Lit 
0 — m’ (m-- m’) ab -- m’ m(ab' -—- ab) --m(m’--m’')a'’'b". 


ie - m’ —- m’' 


‘dd 


12. m m’ --ım 


Quae demonstrant, quantlitates @ et a‘, 5 et 5‘ haberi posse pro Coordinatis 
punetorum in terminis positorum quarumceunque binarum semidiamelrorum coniu- 
galarum sectionis conicae, cuius aequatio est 


m m’ 4m" — m’ (m--m’)a’ + 2m" my --m(m’--m‘‘)y". 
Si pro diametris coniugatis axes principales sumere placet, quantitates «, d, ete. 
determinandae erunt per aequaliones, 
13. a—=Acose, a'—=Asinez, b=Bsins, b"—= —Boeose, 
ubi,. posito br. c. 
ın‘‘ (m -—- m’)-- m(m’ -- m‘) — n, 
el nova quantilate M introducta, angulus e et quantitates A et B dantur per 
formulas. 





| M cos?e — m’(m’— m),  Msin!s — Imm', 
14 /m-+ m’ + m /m-+-m’-+- m‘ 
4. x A—= az. —; B= 1/7 — 
EN .° | n—M 
A He —_ 


Determinatis @, 5, elc. invenitur 
a—=ua'—a', a"—=ua--a, P= R—b', P"'"—P'--b, 


15. Bu ma’ — m’ a 2 mb’ — m’! b 


m+m’+m’? 77 mt+m' tm‘ 
De substitutione hie a me adhibita pluribus egi in Commentatione „sur lelimi- 
nation des noeuds dans le probleme des trois corps. 





”) 


Hae aequationes sequuntur e formulis identicis, 
(m + m’ + m’) (ma* + m’ a@'? --m’' «@')® — (ma + m’ a’ + m’ a’)? 
= m’ m’. a? + m‘ m. a’? -- mm’. a''?, 
(m + m’ + m’’) (m 8° + m’ 5’? + m’ #%)* — (m # + m’ 8° -+m!’ 8'')% 


— m’m". b? m’ m. b’? mm‘. b''?. 
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His de coöfficientibus substitutionis linearis (2.) obiter adnotatis. iam 
novas variabiles ”, g, s, n introduco ope substitutionis, 


u— rc0Sy, v= rsing, 
4 > dr udu-tvdv 
a ‘ m Y nn eng 4 wre u 
16. “ v(u?+v?).di 
dp udv— vdu 
u 22% r. ——  - en 
di 


4 2 er 
v(u?-+v?).di 


Ex aequationibus differenlialibus (8.), posito u=r=—- I, sequitur 


ds u 
ir. 7 = ls’ - ” D, 
1%. q 
Yr’. 2 =—— 0 — Ins + »b', 
= \ d®D 
siquidem ponitur $’ = —— atque 
dp 
m’ m’ h m’'m mm’ 


s. == 








acosp+bsinp | a'cosp-+b’/sinp | a’cosp+b”sing' 

E formulis (16.) et (17.) patet, determinationem motus proposili pendere 
ab integratione duarum aequationum differentialium primi ordinis inter 
res variabiles g, s, n, 

19. dy:ds:dn = n:4"-P— b:—Aısn- 

Quas aequaliones differentiales, quia a Constante generali % vacuae sunt. sim- 
pliciores censere licet iis quae, non adhibitis substitutionibus (16.) aut earum 
similibus, adiumento aequationis (9.) per unius variabilis eliminationem obtinentur. 
Integratis (19.) suppeditabit formula (9.) valorem ipsius m. Nimirum eum sit 


hie 


2. re —/$P,— Ks--)N 


ft e (9.), 


Denique tempus £ invenitur formula 


41. dte= "ar = "gg. 


Jam aequationum differentialium (19.) investigabo Multiplicatorem N. 

Si adhibemus formulam differentialem, qua generaliter Multiplicatorem 
definivi, fit 

a ndogN on AT ots? +n?— ®) L 9(—3sn+®') 





dp Op | Os Ä on 
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ıdeoque e (16.). 

dr 1 

-. N - 

Unde substituendo (20.) et faclorem constantem yA reiiciendo, fid aequationum 
differentialium (19.) Multiplicator 


1 
N = VDB—_it > a1 ° 
vıP=z3Ww’+n?)} 
Qui Multiplicatoris valor valet, quaecunque anguli p sit functio ?, qua aequa- 
tiones differentiales (19.) affıciuntur. 


22. dloeN = —! z dig = — 


r 


Multipliealorem eliam per praecepta generalia Cap. Il. tradita hoc modo 
indagare licet. Scilicet aequationum differentialium (8.) Multiplicator est unetas. 
Unde aequationum differentialium 











PER Ze 
| dt  yYr’ dt  yr:’ 
ds 1 | 
“,° ne 0 . 
23. dt  Yrs 12° +7—#}; 
dn E ern 
rule” I Dar Ss» 


Multiplicator aequalur unitali divisae per quantitatum 7, %, s, n Determinans. 


oe du dv 
variabilium u, v, IM’ respeclu formatum. Quod Determinans, cum quantitatum 


du 


2 dv u 
r et g valores ab ipsis —— ei —— vacui sint, aequaltur producto Determinantis 
dt dt ‚ 


quantitatum » el g ipsorum u el v respectu et Determinantis quantitatum s et > 


i du dı ; ß } 1 
ipsorum 7, el 7 respeclu formati. Quorum Determinantium alterum fit —, alte- 
> 


rum 7, unde aequationum (23.) Multiplicator et ipse —= 1 invenitur. Deinde si 

Integralis (20.) ope eliminatur variabilis # simulque de aequationibus differentiali- 

bus(23.) prima reiicitur, Multiplicator aequationum differentialium, ea eliminatione ad 

minorem numerum paucioresque variabiles reductarum, secundum $. 10. aequatur 
3 


differentiali partiali z 2» designante 4 Constantem Arbitrariam qua Integrale (20.) 


affieitur. Quod differentiale partiale e (20.) fit 7: Denique aequationun 


differentialium (19.) Multiplicator invenitur dividendo per yr’, quippe per quod 
multiplicandum erat ut quanlitates ad dextram aequationum (19.) prodirent; unde 


B- 120 \ \ um 1 ; 
factore constanle —  reieclo prodit aequalionum (19.) Multiplicator — , uti supra. 


Vr I 
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Cognito ipsius N valore, si aequalionum differentialium (19.) integralione 
prima exprimitur variabilis 7 per r, s et Constantem Arbitrariam «, prineipio 
ultimi multiplicatoris obtinetur alterum Integrale 

on nds+P 3’ —m)dp _ 3 
da vıP—%(s?+n?)} "eRie 


ubi sub integralionis signo post valorem ipsius 7 substitutum differentiale com- 





pletum habetur atque $ Constantem Arbitrariam designat. Kulerus integra- 
tionem primam, etsi succederet, in hac quaestione parvi adiumenli fore putavil. 
cum de ulteriore integratione desperandum esset. At novo prineipio generali 
ultimi multiplieatoris ipsam ulteriorem inlegralionem absolvere lieuit. dum de 
prima integratione nihil constat. 

Evanescente Ah habetur aequalio integralis parlicularis. 


24. PD (ss nn). 
unde una tantum integranda manet aequatio differentialis primi ordinis inter duas 
variabiles s el y, 








> ds i 
23. a ıvyaP—ss) 2 A), 
dy . 
Cuius aequalionis differentialis Multiplicator .M definitur formula 
dlogM RT 0.y(2 P—ss) Re FE N dlogr 
dg . ds 2 /(2DP—ss) ?n ru 
unde 3M=yr. Invento aequalionis differentialis (25.) Integrali eiusque op« 
O8 , 
expressa p per s et a, fi M— „—, ideoque 
O 
BE 


er 
oa 
designantibus « et ‚3 Constantes Arbitrarias. 
Formulae prorsus analogae habentur, si muluae attractiones non distan- 
tiarum quadralis inversis sed aliis quibuscunque potestatibus proporlionales sunt. 





Observo tamen, casu quo trium corporum quae in eadem recta moventur muluae 
allracliones cub?s distantiarum inverse proporlionales sint, motum totum tantıum 
ab unzca Quadratura pendere. 

Si vires sollicitantes in motu systemalis liberi funcliones Coordinata- 
rum homogeneae quaecunque sunt, generaliter per substitutiones antecedentibus 


similes systemalis aequationum differentialium ordinem unitate diminuere licet. 
quanlitate cui Coordinatae proportionales statuuntur eliminata. Quam, docet theoria 
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nosira, aequalionum differentialium jis substitutionibus reductarum Multiplicatore 
determinari. ideoque, si illae complete integratae sint, Determinante functionali, 
quo earum Multiplicator delur, variabilis quoque eliminatae valorem absque Qua- 
dratura suppedilari. Si principium conservationis virium vivarum valet, eo ipso 
variabilis eliminala determinari potest, unde vice versa aequationum differentialium 
reductarum Multiplicatorem eruere earumque ultimam integrationem reducere 
licel ad Quadraluras. Exeipiendus est casus particularis, quo Constans Arbi- 
(raria. quae valori semisummae virium vivarum accedit, nihilo aequiparatur. 
Ko casu aequalionum differenlialium reduclarum habetur Integrale particulare. 
unde ordinem systemalis earum denuo unitate diminuere licet; quantitas elimi- 
nala autem rursus determinabitur Multiplicatore systemalis aequalionum differen- 
tialium bis reductarum. Hince sequens naneiscimur theorema: 
„Sint vires, quibus systema liberum 2 punctorum materialium sollieitatur, 
„„funeliones Coordinatarum homogeneae, valeatque principium conservalionis 
.„virium vivarum; casu parliculari,. quo Constans Arbitraria valori virium 
..vivarım adiicienda nihilo aequatur, systemalis aequalionum differentialium 
.„ordo duabus unitalibus diminui sive problema revocari potest ad integra- 
„lionem b 2 — 5 aequalionum differentialium primi ordinis inter on — ? va- 
.„„riabiles; quibus complete integratis oblinetur valor (#rR — 1)" variabilis per 
„differenliationes secundum Constantes Arbitrarias institutas, qui valor in 
„novam Consiantem Arbitrariam ducitur; 6” variabilis principio conser- 
„„valionis virium vivarum determinatur, postremo lempus ut semper obti- 
„.nelur Quadratura.” 
Wuae hac Analysi demonstrantur. 
Sit .r una 3n Coordinalarum, sit »® massa puncli ad quod ea perlinet. 


dr P . . . dx’ _ 
n=t, habeanturque 3r2 aequaliones differentiales nr —AÄ, de- 
( 

sienante Ä funetionem 32 Coordinalarum homogeneam ?" ordinis. Ad quantitates 
analogas denolandas indices subsceriplos adhibebo. Summalionibus semper ad 


ponatur 


omnes nr Coordinatas exiensis, pPono 
Zuse=rr, von, Fat, Fast, ZUR, 
unde quantilates Q erunt solarum quanlitatum 4 functiones et ipsae homogeneae 





’' ordinis. His statutis obtinetur 


: dq 2 ee 
el" 7 her er" ee LEN a 127 
27 5 tn ee pe 3 gi ) 
Fe myriı! Dr Valkkiin, ve m (4 pe); 


Zzmgp =0. 
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Hinc inter variabilem r et 6n variabiles g et p obtinentur 6n aequaliones dil- 
ferentiales primi ordinis, 





28. dr:dg:dg,....:dp:dp,.... 
.Q  iH+l 0, il 
—n Penn Peg Mb 


in quibus suppono ipsius g substitutum esse valorem Imgp. Si de parte 
dextra ro, de laeva dr reiicitur, abeunt formulae (28.) in 6n — I aequa- 
tiones differentiales inter 67 variabiles 4 et p. 
Sequilur e (28.): 
dr: !dEmggy = r:1— Imgg, 
unde., designante ce Constantem Arbitrariam, fit 
29.  r(1—Fmgg) = ec. 
Valente principio virium vivarum, designet Ä functionem ipsarum g homoge- 


neam (2--1jti ordinis — 7390 — /z0ag, alque A alteram Constantem 
Arbitrariam, obtinetur 


30.  rt!(K-ı8mpp) = h. 


Vocemus M Multiplicatorem aequationum differentialium (28.), erit 








, U 
dlogM -- — 0, 
» Lian 0 ii 
siquidem U designat summam quantilatum ro, p—ge elc., m — po elc.. 
respective secundum variabiles 7, q etc., p etc. differentiatarum. Quae summa. 


um sit . ın °@ 
r Ps Sp 


U=x0, ui z=1-—!}(-3)(3n-+1). 


—=mq, evadit 


unde sequitur 

3. dlgM=—xdler, M=—r"”. 
In quaestione proposita non adhibendum est Integrale completum (29.), sed par- 
ticulare pro quo fit e= 0; substitutiones enim adhibitae suppeditant aequalionem 


cuius ope 3n variabiles q ad alias 3” — 1 variabiles « reducere licet. Vo- 


cemus H Determinans functionale 3n — 1 quantitatum ww et quantitatis I— Iimgg, 
3n variabilium g respectu formatum, sintque aequationes differentiales reduclae, 


32. dr:dw:dw,....:dp:dp:.:.. 
ae. TR, EU UN UE -UEREPEE 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 45 
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secundum regulas generales fit aequalionum (32.) Multiplicator 


M l 
N mn 





Qui salisfacere debet aequationi 
33. dloeN-t ges o® a, NO) DE, 


N rn SQ “6. % T r .eoo». ni v, 
oe ©! oOw !'odw, op ' op, 








Si vocamus Z, Multiplicatorem 65% — ? aequalionum differentialium primi ordinis. 
inter 3 —- | variabiles = et 3 variabiles p locum habentium, 

3. dw:dm....:den ern: Pina 
determinatur L formula 
dw\coW 
w lcw 
dw dlogr 


unde,. cum e (32.) sil 7 











.eW, RAR 
ou, Top 


‚„ e (33.) sequitur, 


BB... 


0 — dloe L- . 
0g nr ö», 


dlogL = dlogNr, 
ideoque aequationum (34.) fit Multiplicator 


zn Du 


DR Ra GT 





Aequationibus (34.) complete integratis, quantitas L per theoremata initio huius 
Uommentationis proposita obtinetur formatione Determinantis functionalis, ideoque 
variabilis # ope aequationis (35.) absque Quadratura per variabiles w et p 
determinabitur. Si conservatio virium vivarum valet, dabitur 7 aequatione (30.), 
unde eo casu dato variabilis » valore vice versa aequationum differentialinm (34.) 
suppeditatur Multiplicator 

1 


%. == TI or =. 
ni On 
H.(K—4Empp) Per 


Seorsim examinemus casum parlicularem 4% = 0, quo fieri non potest ut ipsius r 


1 





per quantilates w et p determinatio ex aequatione (30.) petalur. Eo casu ope 
aequalionum 

Zmgg=!. 48mpp=K 
poterunt 6% quanlitates g et p ad 6n— 7 alias quanlitates v reduci. Sint 
aequationes differentiales reductae, 


37. dr:dv,:dın....:dvo,_. = r0:V,:V:....: Von; 


sitque @ Determinans functionale 62 — 2 quantitatum v» duarumque IZmgg el 





K—4!Ymgg, 6n variabilium q ei p respeclu formatum: secundum regulas 


oenerales Cap. II. traditas erit aequalionum differentialium reductarum (37.) 
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Multiplicator 
M 1 


u = — =. 


Gen 





denominatore r'*? inde proveniente, quod in aequationibus (29.) et (30.) functio- 
nes Constantibus Arbitrariis e et 4 aequatae per r’ et r'*' multiplicantur. Eadem 
ralione, qua supra Multiplicatorem L e N deduxi, sequitur, 6n — 3 aequatio- 
num differentialium primi ordinis inter 6” —  variabiles v locum habentium. 


38. dv, . dv; oo... dv... — v; . V, EEE V 


Multiplicatorem fieri 


bn—” 


1 1 ; 
( = E = +3)Gn-1) 
„.. vom uf er gen 





Aequationibus (38.) complete integratis, Multiplicator » Determinante functionali 
datur. ideoque ope formulae (39.) variabilis ” valor per quanlitates vo sine Qua- 
dratura determinatur. Qui insuper in Constantem Arbitrariam ducendus est, quippe 
proporlionalis est potestati Multiplicatoris. quem factore constante arbitrario affı- 
cere licet. 


Prineipium ultimi Multiplicatoris applicatur ad systema liberum punctorum materialium 
in medio resistente molum. De cometa in aelhere resistente circa solem moto. 


$. 29. 

Determinatio multiplicatoris etiam in quibusdam problematis mechanicis 
succedit, in quibus viribus sollieitantibus aliae accedunt e medii resistentia natae. 
veluli in motu puncli in medio resistente circa centrum fixum. versus quod 
secundum legem Neufonianam altrahitur. 


Sint rursus puncli massa m; praediti Coordinatae orthogonales 2;. y;. 2,. 


‘ dr; a dy; ’ dz; 


sit 2: == — 222 . BZ: Pr 1 ıta 
sit fi FTik ‚ alque puncli velocilas 


Au, 


dt 
EN de fi ee RR 
vu; = Mer; 4 Yiyi ri) 
Si punctla moventur in medio, quod cuiusque motui in direclione langentis or- 
bitae eius resistit, viribus massam =; secundum Coordinatarum directiones sol- 
lieitantibus Ä;, Y;, Z;, quae solarum Coordinatarum et, si placei, temporis / 
[unctiones esse supponuntur, accedunt vires resistenlia medii provenientes. 


« 


N. y: I, 
—m;f; V..—, —mfV;.-, —mfV;.—. 
! 


vu; ? 


ubi V; est solius ©; functio resistenliae legem exprimens atque f;, si forma cor- 


poris 72; non respieilur, est solarum &;, y;, 2; funclio aequalis densitati medii 
45 * 
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in punclo ın;, divisae per massam »n; et multiplicatae per Constantem superficiei 
corporis »n,; proporlionalem. Est igitur motus systematis liberi punctorum ma- 
terialium determinandus per systema aequationum differentialium secundi ordinis 
huiusmodi, 


4‘ 











dx; | „=: 
an m hl. 

Bars 1 ‚' 

1. d Ki —— ABER Fi ä Fi 
dt? m; Y fi V;. v; ? 

d? Zi | v, 17 2; 
Hu a 


Quarum aequationum differentialium Multiplicator M, cum functiones Ä;, Y;, Z., f. 
ab ipsis &;, Y;, 2; vacuae supponantur, definitur per formulam differentialem. 




















diogM _—. ent ed 0.P,vr!.,y \ 28.V,vr!.x, 
umlugl o; Ä PAR er 7 una) & 
sive 
log M ‚OF; 
‘) db. | ns B- : ie $ = 1 _| it 
2. 7 £12V;v; Berne 
Si motus in plano fit, aequationis (2.) loco habetur 
dlog M x 1 oV; ) 
Be. —- et ee} 
di — zZ Wie ErTTeE 


Si molus in eadem recta fit, habetur 
degM _ „, Vi 
dt Be 
unde ft M=1, si V; est constans. 
Sit VY,—= ev; sitque medium uniforme ideoque quanlitates f; constantes: 





Fr 


sequitur e (2.): 
3. M= et), 

Haec docet formula, se? motus fiat in medio unformi, cutus resistenlia 
velocitati directe proportionalis sit, atque vires sollicitantes Ä,, Y;, Z, 
a solis Coordinatis pendeant, post omnia inter quanltitates X;, y;, 2;, 
x, Y;, 3; inrenta Integralia ultimo loco t per Coordinaltam aliquam sine 
nova Quadratura exprimi posse. Sint enim pro numero 2% punctorum ma- 
terialium 62 — 1 Integralia invenla, 


;v 


Y Y 
Fam &, F, = 0,. . . . . | Abe 7 ee 





& Lt 


f..t 
' pro motu in eadem recta, M=e 


*) Pro motu in plano fit eo casuM=e 
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ubi &,. co, etc. sunt Constantes Arbitrariae; sit x una quaecunque Coordinalarum 
atque 7 Determinans funclionum F\, FF, etc., quantitatum respectu omnium 
2; Yis Zi %s Yi, 3; praeler x formalum: sequitur e (3.) secundum Multi- 
plicatoris definitionem initio huius Commentationis traditam, 


4. HEftrT— legt, 


oO x’ 


designante 7 novam Constantem Arbitrariam. Si virium sollicitantium expressiones 
X;, Y;, Z; praeler mobilium Coordinalas ipsam quoque variabilem # continent. 
hanc non amplius separare licet; at docet formula (3.), constante Multiplica- 
fore M ultimam integrationem absolvi Quadraturis. 

Ponamus, systema punctorum materialium sive liberum sive cerlis con- 
ditionibus subiectum si in medio non resistente moverelur conservalione area- 
rum gaudere, valebunt pro motu in medio resistente ires aequaliones, 


r 


‘ ‘ V; ‘ 4‘ 
d.Zm,(y;5; —2;Y;) = Emfi ya —zyi)dt, 
ı 


ı 


a) ‘ ‘ . V; ‘ in 
J. d.Zm(2;0;— 2%) = —Imf; de (2,0; —0;2;)dt, 
ı 


Es V; f ‘ 
— Im; f; = (a; y;—Y; L;) dt. 
i 


\ 


d.Zm(a;y;—y;t%;) 

Hine si rursus V,—v; et quantitates f; omnes eidem Constanli f aequantur, sequitur 
Em(yi—zy) = ac‘, 
6. Em (2,5; —2%) = bet, 


—ft1 
ce, 


\ 


Im (2 yi—YıWi) 
designantibus «, 5, c Constantes Arbitrarias. Patet e formulis (6.), s2 ele- 
menla omnia sphaerica eiusdemque densitatis ei magniludinis supponantur, 
alque systema eorum in molu in vacuo conservalione arearum gauderet, 
eandem locum habere, st motus fiat in medio uniformi cuius resistenlia 
velocitati proportionalis est, eundemqgue fore plani invariabilis positioneın ; 
summam arearum aulem inde a tempore L—=( descriplarum et per massas 
multiplicatarum non siculi in vacuo proportionalem fore tempori t, sed 


quanlitali 
i 


Img 


designante f Constantem positivam, tdeoque tempore in infinitum crescente 
ad limitem crescere finitum. Ubi systema liberum est ideoque e (6.) et (3.) 
constat ipsius M valor per quanlitates &;, Y;, 2%;, Xi, Yi, 2; expressus, docet 
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prineipium ultimi Multiplicatoris, praeter tria cognita Integralia prima (6.) adhuc 
ultimum Integrale, inter quantilates &;, Yi, Zi, %, Yi, 3; locum habens, 
Quadraturis absolvi posse. 

lam unius puneli liberi consideremus motum planum in medio resistente. 
Qui motus definitur duabus aequationibus differentialibus secundi ordinis, 














d?x x'’V 
- die A—f. :? 
. d’y ‚vV 
die vu’ 


ubi A, Y, f Coordinatarum orthogonalium = et y, atque V velocitatis 
ve — y(x’2’-+-y’y‘) functiones supponuntur. Aegquationum (7.) Multiplicator M 
definitur formula differentiali , 
dlegM __„j0.x’u-!V |, O.y'u!V | u dV 
u 3 ea dy' | PEN 
Ponamus vim sollicitantem constanter dirigi versus centrum fixum, quod sit 





_— 


initium Coordinatarum, sive esse A: Y—= xr:y, sequitur e (7.): 


dlog(ry'’—yr') __ V 
9. . wo’ u zu —f. r7 . 
Unde si VY=v", e (8.) et (9.) eruitur, quaecunque sit functio f, 
0. M— : 





(ay’—yaryıt' 
Si vis allractiva est functio radii vectoris r sive distantiae a centro 
attraclionis. quam functionem designemus per 
Fn)—{ Fo _ _Ade+rdy 
Ir dr 
Multiplicalorem pro lege resistantiae adhuc generaliori assignare liceil. Scilicet 








eo cası e (7.) sequitur formula, 

11. diivv -Fr)\ = —f.vV.dt. 
(ua iuncla aequationi (9.) patet. si « et b Constantes sint, assignari posse 
integrale expressionis 


fVlar- "at — — adi}vv--F(r)} —bdlog(ey’—ye') 
Expressione ad laevam aequiparata huic, 
V’,dV 


eruitur 


12. V— vrteder, 
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Qua resistentiae lege supposila fit 


13. M= 


ee [(dru+Fcr)] 


(2y'— yx') f 





Pro motibus incitalissimis, sicuti sunl cometarum, resistentiae lex formula (12.) 
eXxpressa non a rerum natura abhorrere videlur, praesertim si Conslanli « valor 


perparvus tribuitur. 


Introducendo Coordinalas polares sit 


2—=r c0sG "—rsin FETTE „1, EIOIEELBERT... 
= A P> ae di 
unde 
ve —= r'r'+-rry'g‘, 
ey'—yı =rry' = ry(vv—r‘r‘), 
Ponamus 
A) Be AAN | Y mei 
jwo--F(r) = Ka'z'ty'y)+Fir) = a, 
sy —ya,=rro —Pß, 
fit 
ae=1r'r-1 PP Fer), 
= 1} - rr i \ 
unde 


. 


a " Y( u — PP nn 2 Kr). 


Hine cum sit "dt=dr, sequitur e (9.) et (11.): 








a FF 

de uno ar 
Yle-55 270) 
15. i 

U. ZU Bfu'V | 

an: Y(2.— 2 — 2FW)) 


Si molus proposilus est motus comelae circa solem, alque densitas aetheris solem 
eircumdantis functioni distanliae a sole aequatur, fit f solius ” functio. 


cum sit V solius » functio, ope aequationis 


v = Y(la—?FXr)) 


quantilates oV et vo'V per « et r exprimere licet. Unde idonea variabilium 
electione eflectum est, uf motus comelae circa solem in aethere resistente 
tantum pendeat ab integratione duarum aeqguationum differentialium primi 
ordinis inter tres variabiles «, P, r; qua Transacta si determinantur « 


et 3 per r, obtinenlur y et t per Quadraluras, 
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(7 2 Adr 





. ur rr (2.22 -: F(r)) 
t 





En f dr 
a Y(2u— 2FW)) 


Antecedenlia valent, quaecunque sit resistentiae lex sive quaecunque sit V ipsius ® 
funclio. Ub: autem aetheris, in quo comela circa solem movelur, resistentia 
potestali veloeitali cuicunque proportionalis est sive eliam legem generalio- 
rem sequitur expressam formula V — v’'ei“", in qua a et b Constantes 
quascunque designant, sive aether uniformis sive cum distanlia a sole 
secundum quamcunque legem variabilis sit, quaecunqgue sit vis allracliva 
solis, unico cognilo Integrali reliquae tres integrationes per Quadraturas 
absolvuntur. Nimirum determinata V per formulam (12.), constat per for- 
mulam (13.) aequationum differentialium propositarum (7.) Muliplicator M; eo 
autem cognito eliam dabitur Multiplicator M, aequationum differentialium, quae 
e (7.) obtinentur loco ipsarum x, y, x’, y‘ quantilates r, y, «, ? introducendo. 





dr __ 1 B 
” (2.22 -2F0)) 


do B da Y dB — 
dt rr’ dt ft ’ di — —/Pfv V. 
M, D ae = abi 4 
Klenim aequaltur M eterminanti quantitatum z, y, x‘, y', variabilium 7, o, «a, 
respeclu formato, unde si reputamus, ipsarum x et y expressiones quantitates 
oe et ? non continere, fit 
n,—= (& nn ey! da or) y 
= Or dp dy Ar/\da OB 08" 0a/' 
rM rM M 
y' e 





 .. 0 _ da IP - rx'+yy' . 
oa’ or dyodr 
Si uti in (15.) variabilem » loco ipsius # pro independente adhibemus, Multi- 
plicator antecedens in r’ ducendus est, unde in ipsum M redimus. qui ponendo 
V — r’rlei®”" secundum (13.) invenitur 

17. M= P’e“. 


Oui valor cum non affıciatur variabilibus et # iisque non magis afficiantur 











o d . \ i er 
differentialium = et = valores (15.), erit M == P”°e”““ etiam Multiplicator 
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duarum aequationum differentialium primi ordinis (15.), inter tres variabiles v, «, 
locum habentium. 


Quod ut directe pateat, pono 


3 ß 
Bu. y = - = a 
’ v v(2«—2F(r)) ’ 
unde 
gi EV BR - wa 
le Yy(2e—2Ft )—££) = vyt1-yy) 
rY 
u ef 
0@ us’ 08 


Ubi insuper brevitatis causa vocamus R solius # functionem 
BE —aFC 
19. r ’f.e "ls R, 
fit 
20. rvf. MV — u 5 == B.Y” 
Quibus substitutis si elementum independens dr Multiplicatori M proportionale 
statuimus, aequationes differentiales (9.) evadunt: 








» nn‘ nun. as coYy ut 2 
21. dr:da:d4P = Pe“: — RB. — u At 4 
/ A) 14 Y 


Quam palet ita comparatam esse formulam ut, dextris parlibus vocatis A, B, C, fiat 


22 oA } oB oÜ no 2 B f oÜ 


SE 2 — — tn  (), 


or "da! 7] 0@ co} 
sieuti fieri debet. 
Sint u et w duae quaecunque variabilium 7, «, ;7 functiones atque 
obtineatur e (15.) sive e (21.), 
dr:du:dw — P°e“:D:E. 
Sit porro inventum aequationum differentialium (15.) sive (21.) Integrale, Con- 
stante Arbitraria ce affectum, cuius ope exprimantur 7, «, P per ce, u, w, 


ponalturque 
Or\da 09 da op ı Orjcda 08 = un: | _— oß oa Ber. 1: 
Se löu dw Aw’äu) | dulöw de "ew owlWße'öu Hude) 


sequitur e prineipio ultimi Multiplicatoris altera aequalio integralis. 
/4\Edu— Ddw) — Consl.. 


ubi. et ipsis D et E per vw, w, c expressis, sub integrationis signo dilleren- 


tiale completum subest. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 16 
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De multiplicatore aequationum differentialium isoperimetricarum. 


$. 30. 
Sit U data functio variabilis independentis Z, dependentium x, y, 2 elec. 
el quolientium earum differentialium x‘, x‘ ete., y’, y’ etc., 2’, 2° etc. etc. 


Si proponitur problema, functiones x, y, %& etc. ita determinandi, ut integrale 
/UVdt 

mazımum minimumve evadat seu generalius, ut eius integralis variatio eva- 

nescal, constat problematis solutionem pendere ab integratione systemalis aequa- 

tionum differentialium . 














oU oU 
0 — au_ or 122” ii 
08 di dt? .. 
AU 
| PR d? A 
7 RER... ARERBE. 7 ARE EL. 
oy dt | dt: 
u = 
ee "ae a Her un 


Quas in sequentibus vocabo aequationes differentiales isoperimetricas, cum 
problema, quod ab earum integratione pendet, nomine licet improprio isoperi- 
metrici appellari soleat. Quaeram aequationum differentialium isoperimetricarum 
Multiplicatorem. 

Inchoabo a casu quo ipsa ÜU praeter variabilem independentem £ unicam 
continet functionem incognitam x una cum eius differentialibus x’, x", .... x”. 
Eo casu unica integranda est aequatio differentialis Ir" ordinis, 


BU au BET), 
u I. Ti FO) 


0x di T dt: nz: dt" 








1. 0o—=- V_= 


Ex aequatione (1.) si eruitur quantitatis x” valor 








ze) — A, 
hnius aequationis Multiplicator M secundum (5.) $. 14. definitur formula differentiali. 
oV 
dogM _ __84A __ daD 
dt ze Orr) 7 aV . 
0x0”) 


E n--1 expressionis V terminis bini ultimi soli continent quantitatem ==". 


solus ultimus quantitatem x”, unde fit 
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y AU 
d" su dr! — “ 1 
u RR en et 

oV "dır ar 


(1) Azad) da Ta) 








ar Te 


5 = 7,0) 











Quantitatum ad dextram valores suppeditat formula generalis, quam in variis 
occasionibus utilem hic apponam. 


Sit W functio quaecunque variabilis independentis #, dependentis x 
alque ipsius x quotienlium differentialium x’, x” os fit 


e w oW oO E 



































i . m 5 ‚st v 4 ör‘ t ' 
saw _ ana art +2 En 
dir en dir 7 in y 
Factis differentiationibus et ubique substituta formula 
d'. dr) u} da dat, 
dt: dt‘ 
eruitur quantitas in dc” ducta, 
. de" W oW 8W ,.0W 
Ö.- dr. — ur; amt, —— 
3 dim 029 | dreD , m(m—1) N 4. etc 
Te Ten  TMTT er Te 77 .udurt) 
quae formula, si m — x, usque ad terminum 
PR oW 
ER genen 
m.(m—1)(m—2) ....(m—x+1) ex 
ee GE 
si m = %, usque ad terminum 
oW 
Eu), 


continuanda est. Posteriore casu formula (3.) etiam hoc modo exhiberi poiest. 














. d=-W oW . oW 
0. di em e. Oaamm- +D) I m(m—1) un 0 1 -m+29) Ze 
1. 0x) 8 20m) rm dt 4 ee dt? ac 


Formulae antecedentes (3.) et (4.) immulalae manent, si funetio W praeter 

variabilem dependentem z eiusque quotientes differentiales alias dependentes 

y, z, ete. earumque quotientes differentiales continet. Si funclionem W plures 

variabiles independentes dependentesque earumque differentialia partialia affı- 
46 * 
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ciunt, eamque secundum diversas variabiles independentes diversis vicibus 
iteralis complete differentiamus, huius quoque differentialis completi differentialia 
partialia simili ralione inveniuntur. 


tun 


Ponamus ipsius x differentiale r'"" altissimum esse quod in expressione 


W obveniat, sequitur e (4.), iz=m-n, 

















„ d"W 
ee - 
- we Em 
.. Zen 7 
gs gu Mm n—|1. 
5 dr” W d oW 
6 "dır 0 W ar). 
). Orlm+n-) T drad Mm — dt 
Unde ponendo m—=n, m—=n—1 prodil 
pr ou dr-! u 
IR „Lesen 
dt Bi OU dei Na o:U 
ram — gr WIN? oO ran) an dr) Fre) ’ 
OU 
d" . — 
x") ] orl 
KT U BFIOLFIO 
Te 


Quibus valoribus in formulis (2.) substitutis eruitur 




















u a 
I en — Fmden' 
] o?UÜ 
c V d. Oo rl") ort") 
fm l en nn — - MEINER 
e ’ Oo xard dt ? 
unde iam 
N OU 
dlog . — au 
dlogM gm) gr) oU y 
AM ne er PER ee 
dt dt or)oaclr) 


Multiplicatoris M valore invento, prineipio ultimi Multiplicatoris ultima integratio 
Quadraturis absolvi potest. Sit ex. gr. 

U=—= y(E+H2Fe-+@xx), 
ubi E, F, @ ipsarum 2 et x datae functiones sunt, unde eruitur 

U EG— FF 





dr dr’ Bi» YE+2 Fr 4 Gx' x’? 
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Hinc, proposita aequatione differentiali, 


l oU 
dr _ OU, 
dt Ge 


si per primam integrationem x’ per f, x et Constantem Arbitrariam « ex- 
pressa datur, altera integratio dabitur formula 


/ > (EG — FF) (x’dt— dr) 





— Const., 





A) er en 
IE+2 Fr + Ga)? 





ubi sub integrationis signo differentiale completum subest. 


$. 31. 
lam statuamus, functionem Ü praeter variabilem independentem £ plu- 
ribus affici dependentibus earumque quolientibus differentialibus. omnium autem 
variabilium differentialia altissima ad eundem n'"" ordinem ascendere. Sin! 
variabiles dependentes tres x, y, 2; tres integrandae sunt aequationes diffe- 
































rentiales 
1. X3=0, Y=0, Z=0, 
posito 
du d. hd d:. ” dı.— Ö 
(_1Y X — oU or’ + dx" —_pyı O2”) 
\ . 08 di dt? ar ‚ dir  ° 
a 2 U 
er Ba a 
oy dt dia‘ = “- „us 
U BU ZU 
Pen BR. ne 
1 a FE TEE Ze ı EREE 
(—1) 02 dt 7 dt? 1» dit) 


Ex aequationibus (1.) altissimorum quibus afficiuntur differentialium 2°”, y'’, 2 
petantur valores, per differentialia inferiora ipsasque variabiles , y, 2,  expressi. 
quibus respective secundum quantitates 2", „A, 2 differentiatis fiat 


Iren) Iyer d2n) 
 „(2rn—1) (nr) a-(22n—_D) =,, 
or oh) 02 


unde aequationum differentialium (3.) Multiplicator M secundum (5.) $. 14. erit 


A. dlogM 





— — jutv, +}. 


dt 
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Quantitates %, v,, w, determinandae sunt ternis aequationum linearium syste- 
matis, quae solis terminis ad dextram positis inter se differunt, 


















































(| 0X | oA 1 oA oA 
Ort”) | year I 02,2”) w "vn o.x.&r-D 9 
dggenincizurigip > 5) gr mauo ey 
rar) oyer) O 30) ee dran? 
R 02 u -- 62 -»- 02 Ba. O2 
o rn) | oyer) 5 03,2”) ee Orar—D ’ 
oA, _A_„ı 0X X 
den u PT OD? 
= oY . coY oY oY 
——— — nn u — ee EREnBE —— b —— CD nenne 
ut; Oo (?r) ı | Ö (?2n) t | 03,2”) iD, en 2 OÖ y@r-i) 9 
oZ ob 0oZ oZ 
ent SEE uns yasni 
Or) U, | Ö year) v| + 022”) m; year) 9 
Oo N ! Ö X n J Ö A oÄ 
ug. 2 Kan all 1 (en) ü; | 3-0 Di un en 
GRAS oy” 02” ze” 
2 BuPegriche. ; AT: aY 
ee Te RT zn Wr zn: 
ne u a 02 
\orem ° oyFr) 2? I 9200) u ann oO yar—T) 
Ponamus 
BE 3 U B Or U C 
"PLOT: 70 Eee 77 077,0 u ze 77 07-770 und, 
0? U ne. D o?U E 0? U F 
Or aer TTr zdde T m day) 7°? 
4 2 U U 
a yo) 930) De a, 
oO? o?U b 
BETRITT BB: PT CIE NO en) 
or Ü or U 
L ET en 


NET, 10€ a pr | BU 
In formulis (5.) et (6.) $. pr. ipsi ## substituendo sex functiones m 

” r or 
oU oU cU oU cU 


50? Fa? amd? md aaa pro ipsa x autem funcliones z, y, 2 


sumendo sequitur 
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f oÄ 6 
Da) en aan A, 8:0 
oX 73 Ö Y 
- ya = F b) 6y% n) 
3X oY 
em bh im 
A . 
{ oX DE dia oY Re 
HE De Bela TEE: Pc Zu 
0X _ „dF or 
eng zen 
X dE oY 
GT Zn 


Hos valores substituendo tria systemata aequationum linearium (5.) evadunt. 


85. 2 Fw+Bv+Dw, — 








BE , 


ar sur MRS 


’ dF | f Hi 
dt 3 0 .x&@r-D 


„AB 
u 5 


. dD . 
’ 


'Au+Fv4Ew 
Fu + Bv-+Dw 


Eu+Dv-Cw 


Aw-+Fv-Ew, — 


\ 


Eu-+Dv+Cw, 


A4Aw+ Fv,+Ew, — 


Fw+Bv,-+Dw; 


| 


(Ew+Do4+Cw — 





0oZ 


oZ 
EFCON 


0Z 


a 


? 0% 


0oZ 


oZ 





16 
dt 


Quorum systematum Determinans commune si vocatur 


y., R= ABC—-AD’—- BE —CF-N2DEF, 


eorum resolutione algebraica obtinetur , 





Fa 


\ 


Oyan-ı Kane 


dzaR-ı) 
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| | öR dA, ,öR dF|,öR dE\, öR, ,öR 
| Ru —n, sa ar rtar ar ttae anttare-tpb 

BR dF, ,öR dB, OR dD\ ,  äR OR 

) ui Din. un Den 4, 2 FE Kun ı, ae EEE SEE ee 
0 ra tar ta Hr 

I Ru.—_n\öR dE , OR dD , | öR dC\,,öR, „öR 


m 0 La Ze 
DE at "?5D Ar ac ar T3ZE 29n * 


Quibus formulis additis termini per @, d, e multiplicati se mutuo destruunt, 
unde prodit 


dlioc M 2: ie dR 
di wi u Ei BE Er 2 E 


tdeoque 
M— R" — {4BC— AD —BE— CH 4 ?DEFY. 


(uo valore invento, si per omnia praeter unum Integralia inventa problema in 
aequationem differentialem primi ordinis inter duas variabiles redit, huius quoque 
Multiplicator constabit. 

Adiumento theorematum generalium in fine $' 16. propositorum ante- 
cedentia exiendere licet ad casum quo funetio U praeter variabilem indepen- 
dentem numerum quemlibet dependentium continet, singularum_ differentialibus 
altissimis omnibus ad eundem ordinem ascendentibus. At si diversarum varia- 
bilium dependentium differentialia altissima in funetione U non omnia ad eundem 
ordinem ascendunt, Multiplicatoris aequationum differentialium isoperimetricarum 
determinatio diffieilior est. Seilicet naseitur diffieultas eo quod casu quem innui 
aequationes differentiales isoperimetricae formam normalem exuant, qua allissima 
diversarum variabilium differenlialia per differentialia inferiora ipsasque varia- 
biles determinantur. Reduclio ad formam normalem cum molestissima ac saepe 
inextricabilibus diffieultatibus obnoxia sit, demonstrabo sequentibus, quomodo ge- 
neraliter eruere liceat formulam differentialem qua Multiplicator definiatur, etiamsi 
ipsa reductio elfecla non supponatur. Quae formula in problemate isoperime- 
(rico generali proposito ipsum Multiplicatoris valorem suppediltabit. 


De reductione aequationum differentialium ad formam normalem et formula symbolica qua 
reductarum Multiplicator definiatur. Aequationum differentialium isoperimetricarum 
ad formam normalem reductarum Multiplicator. 


$. 32. 
Datae sint inter variabilem independenlem £ alque » dependentes .r,. 
2.2... 7, tolidem aequaliones differentiales 


l. a0 Pu, a u, 




















14. 0. 6. J. Jacobi, theoria novi mulliplicatoris aequat. diff. 369 


non ea forma normali praeditae quae permittat, ut diflerentialium singularum 
variabilium altissimorum valores per differentialia inferiora ipsasque variabiles 
exprimantur. Cuiusmodi habentur aequationes, si in earum una pluribusve altis- 
sima differenlialia sive omnino desunt sive ex iis reliquarum adiumento aequa- 
tionum eliminari possunt. Eo casu iteralis aequationum (1.) differentiationibus 
lormandum est systema wequationum auzxıliarıum, quarum ope totidem difle- 
rentialia eliminando forma normalis eruatur. Varios modos, quibus ea operatio 
institui potest, in alia Commenlalione tradam, quippe quae quaestio multis 
egregiis theoremalis nititur, quae uberiorem exposilionem poseunt. Hie observare 
sufficial,. si ad aequationes auxiliares formandas aequatio F} 0 sit A, vieibus 
iteralis dilferenlianda, ponaturque 





En 
d'F; 
—_ n an KDD: . 
dt? 
numeros 4, ita comparatos esse debere, ut ex aequalionibus 
2. p=U, p=UV, 0. mV 
altissimorum differentialium in iis obvenientium 
(pı) (P:) (Pn) 
T, “ I, Eu “ * * * HL, 


peti possint valores per differentialia inferiora ipsasque variabiles expressi. 
Unde aequationes (2.) per se consideralae constituere debent aequalionum dil- 
ferenlialium svstema forma normali gaudens, multo tamen altioris ordinis quamı 
qui systemati aequationum differentialium propositarum proprius est. Aequaliones 
enim propositas alque auxiliares praeter ipsas (2.) omnes habere licet pro aequa- 
tionum (2.) Integralibus earum reduetioni inservientibus. Quae Integralia. licet 
partieularia, talia sunt, ut aequalionum differentialium eorum ope reduclarum 
Multiplicator e Multiplicatore aequalionum (2.) erui possit. Etenim si tantum 
aequaliones (2.) proponerenlur, loco aequationum 


kml A? 


Yı F I I F: 
ü ( v 
- =, —a=0,... KB=0 
di‘ dt: 
ad reduelionem adhiberi possent aequalionum (2.) Integralia completa 
Al 1. —? 
d ' I’ 1 d:! F; ; 1 N 
_— =), —- = ecVt4c", elc. 
Al / Kr 1 | Ü 
dt‘ dt: 


designantibus ec’. ei? etc. Constantes Arbitrarias. Multiplicator autem aequa- 
lionum reduclarum secundum $. 12. obtinetur dividendo aequationum (2.) Mul- 


tiplicatorem per Determinans A, —-A,.... —- 4, funclionum 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 47 
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er 1-2 

d® P: d' F; F 

"met uc Wpheree: == <;. DDR DE FE i9 

di: dt? 

formatum respeelu differentialium eliminandorum, idque sive Constantibus Arbi- 
trariis ec’, e\” etc. valores generales servantur, sive iis valores tribuuntur par- 
ticulares, uli in quaestione proposita, in qua omnes staluuntur evanescere. 


Aequationum (2.) Multiplicator definitur formula symbolica $. 15. tradita. 


fi 7 ZN \) > ‘ “ (n 
3. dlogeM — Ö log !+4A,4,.... At ), 
posito 
99; op; 
. BD ee ee a ı 
OX, 2 


Has quantitates secundum formulas (5.) et (6.) $. 30. sic exhibere licet, 


a) A — OF dAU) u > OF; dt-_ ii; dA) 
J En r (Pa—4;) ’ * A‘ n Due Zi Rn * 
OX, OK, 


Unde ad condendam formulam (3.) sufficiunt datae aequationes (1.) numero- 
rumque A. As» 2... 4, eognilio. Observo si ponatur 
AAO — aa 


(Pa— Fi 
B* 











5 dt+(,—a)dAl), 


designante « numerum quemceunque, formulam (3.) abire in hanc, 
M og 
dlog — ———r ac = Ileg + A... AN, 
5+4,4,.:.:A0°} 


unde obtineri potest variationis formandae simplificatio. 








In problemate isoperimetrico, quod aequatione d/ Udt—0 conlinetur, ex- 
pressio Ü praeter variabilem independentem Z contineat 2 dependentes &,,X;,.... X, 


atque differentialia ipsius x, usque ad m,tum, ipsius z, usque ad m;tum ete.: erunt 
aequaliones differentiales integrandae, 











ee 0 apa ee 
2 „er u 
() ge F' gu — — _— - 
1 dt" dt! ’ 
]" Ö U a 0) U 
( n _(m,) d (m, —1) 
), () — > re — 74" — ro .. .. 
a, et er 
dr") , d je" „—i) 
U = F — — u. a 








ur“ di" 7 














« 
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Si m, omnium numerorum mM,, 29. .... 29, maximus est, aequalionum auxi- 
liarium systema facile constat obtineri differentiando aequationes P,— 0, F,—V ete. 
respeclive m, — mM,, m, — ın, etc. vicibus, unde fit 

kh,=0, h=m— m, K=m—m, .... „=m—ım,. 


p=’m, mem +m, B=m+m, .... pM=m-m,. 


Hine eruitur 


























d” OÖ U Pa ie © U 
"nn _(m,) "nn . (m—i) 
)) = p — or —— O0 
dt” Pr nung 
d”: OU dm! 0 U 
+2 ‚(m;) 3 „(md 
7. () = (fr PP —— — 3 ei ——: wu b) 
dt di" 
eU a eU 
PB... Me DE 10 
0 vn) 2 PR 
0 =. fp on auce at. VRRREEERE EUER aue- sion 
n m m, —1 
Zu dt 
Unde per formulas $' 30. sequitur 
a ee 
7 nu Kc,  — no n _(m,) » 
OX, or; ' O8, * 
8. # 
' 00 da“ 
ae Pi En. EE 
940 = — dt = m SH B,.dt, 
7 
siquidem ponitur 
o?U oO? U 
B;, en d (m;) gm —D B. Q ‚(m;—1) r m.) ' 
KL; KL, OxX; OX, 
Cum sit 
4 ‘t (n) . ‘ dd (n) 
AD — A® ideoque IEHAA AD _ BELA,A, .... 
u ’ n (1) u n (x) ’ 
04; 0A 


ER a (z) m _.. 
BO — —B®, BO — 0, 


in formanda variatione (3.) binorum terminorum aggregata 








OEM, 4... B 98:+4,A,.... A” g | 
nz u. 95 ie | — BD, dt 
4 | 3.4” | 
evanescunt, unde ipsius dlog M valor (3.) eruitur 
OloegF+4,4....4” — mdlge +4 A4,.... AU. 


ideoque 


9. M= (I+44.... Amy". 
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Qua in formula ipsis A/? valores (S.) substituendo palet, s? m, naxcimus 
omnium ım,, m, elc., aequarı M potestati m/“° Determinantis functionum 


oU oU oU 
(m, ) d x‘ m >) w) ar wer r nt m, , 9 
1 2 A 


Ox 
‚psarum 2), 2") etc. respectu formatı. 
$. 33. 
Reductio ad formam normalem reductarumque aequationum differentialium 
Multiplicator sie obtinetur. 


Quoniam aequationibus (2.) valores quantitatum 


m(Pı) ‚(p:) (Pn) 
Ti, J, Is ie) * * . * Ln 
determinantur, his quantitalibus expressiones %ı, Pr, - -.. p, aliae aliis affı- 


eianlur necesse est. ita ut eliminatio successiva locum habere possit. Sint 


#1» #3% . . . . PA 


n 
ipsi numeri I. 2, .... a inter se permulali, posiloque 
u; 
y ’ ‚ - 0 IN) u (9) ac Zi 2... 
statuamus, quanlilates .r, Ipsam g,, ©, Ipsam @, .... @,” ipsam g, 
ıp .1. . . . . 9:) 4 (9,) 
affıcere, quo nihil impeditur, quin funclio Y; praeter a. quantitatum x, . 
(9) . “ i . 4 
x, ele. alias vel eliam omnes contineat. Supponamus 
h, } h u an A. 
alque hieri 
, b» en Ash euiß; ee, 
/ 1 — / “Eu um pn: “r _— 0,5 Ara _—— “ ) An ae Ö 


Porro. desienanle « numerum ipso 4; non maiorem, slatuamus 
% U F 
@' Ef = (—A.) 
f‘ - F'. =—g. “. 


A u u i , i ; 
dt 








lam ex aequationibus propositis et auxiliaribus seligamus haec «-- I systemata 
n aequalionum, 

Yı VD, Y> — 1 FE p„ —-(). 

yr—=0, yr’—=0, ... yE’=0, 
IV. { q; I), "= U). Zu WI —=(, 


E —=0), RR =0,.... MH =, a, YO, .... Nr —UV 


a a 
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Svstemale primo. secundo etc.. ultimo respeclive determinantur quantıtales 





an (9) (9) mn) 
T, y) 7 X, be) [2 [2 * * LI, 9’ 
‚= (R—1) (In—D 
“ “ ’ T, 9 [2 * * . a Kn . 
(9, —a) (I —@) (9 —(t) 
Mh Fr » n 
T, ’ . jmd“ T,, . 


Unde aequationibus (10.) differentialia omnia exprimuntur per alia his postremis 
inferiora. Eadem ratione aequationibus 


Y Pr } 0, gem) == .... pe) —(, 


l 2-+2 n 


er, et, ur ya —0, 


al 


a-+2 


N we: Y 2 Y ne (PD) __ fl 
F\.ı ==), =U, ee F\, ==), > (). zz f\ P) — {) 
differentialia omnia revocantur ad alia ipsis 


‚gıma) (92.—«@) ‚Ia«) (Ia+ıP) 
7 “ pP” hr) Eu % %a y Kar = .»0 0... R. 


inferiora et ila porro. Posiremo advocalis aequationibus 
et, TREO ir ET ER, 


— 1) _0—!) u un? PIE 
f g 0, ge I’—(). Fa LE Be p, a 0). 


r+l 





ee nn, A wu 


A u 


F =—=U, F 


r+1 
fit ut differentialia omnia ad alia revocentur inferiora ipsis 


‚9 —ı) „ı Y2—4,) „ı In—An) 
11. L, y) LT, by) . . . . L,, . 


Formulae, quibus ista dilferentialia (11.) per inferiora exprimuntur, ipsum con- 
stituunt aequationum dilferentialium systema forma normali gaudens, ad quod pro- 
positae (1.) revocari possunt. Cuius Multiplicator secundum theoremata Gap. Il. 


M ' 
proposila eruilur D: designante D omnium funclionum 
Zu —? (—4,) 
CE ae 
u u BETT u 


(—1) (—2) (—),) 


Fa ) En I BR: IB f, 


Determinans sumtum respectu quanlitatum 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXIX. Heft4. 48 
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‚(AD ‚„.(92) (H-4) 
T, ’ I ” ’, “ u TC, “ 
(1.1) (922) (92—4,) 
ZT, - Mi % “ . . . OD T,, 5) 
‚(In—ı) ‚In 4) (q — ) 
L,, . AI x, s ö a z A T, e n . 


Funetiones enim illas nihilo aequiparando obtinemus aequationes reducendis (2.) 
adhibitas; quantitates illae autem sunt ipsae harum aequalionum ope eliminandae. 
Quae eliminaliones vidimus successive instilui posse, ila ut aequaliones quas in 
eadem linea horizontali posui per se conslituant systema tolidem quantitalibus 
eliminandis sufficiens. Unde fit ut Determinans D producetum evadat o sive 4, 
Determinantium functionalium simpliciorum, 























—/} nn —h) nn —nN 
a Oo p' ı) O4 p, d gr“ h) 
Dr rn - ee 
1 or, 16) KL, OÖ ” yigg 
B 2.0) na  (—h) 
; BY op, Hi 06 97 0% n 
x I — + nn. —h) r (< —h) Bis) 75 
a Oo f, a-+tı ox la+2 Ir" 
"a+ı #Ka-+2 En 
(—h —h N —_/. 
II >> en 99, CK 
x = z ECHT Ber: „Gr4a=) I 
i *r+ı ; #Ar+2 u 


siquidem in hac formula, designante % indicem in functione aliqua f obvenientem. 


IpSO If Ah) designatur productum f(u) f(u + I)f(u--?2)....f(v). Tam in formula 


antecedente singula Determinantia functionalia, quae idem signum /7 amplectatur, 
observo inter se aequalia evadere eademque fore ac si ubique index — A omit- 
terelur. Unde si ponimus 


2 (—h) — } 2 
A” og, op; OF, 
f u « ] z n no 





oblinetur 


+AA.... An}e 
(a+1) g(a+?2) (n), Ba 
a 


a+l a+? 


= 

x iz 

(b+1) 4(5+2) (Mır-R 
xIE2+A, ER N © Y 


e b 


Ar (r+?) n) = 
K{E+ A 4, Der ET nu 


Posito 


13. Zr AD Mr 
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valor antecedens fit R,R, "R; "....R/*, qui etiam sic exhiberi potest. 


14. D=KRÜR"R©...Ron, 
qua de formula, si bini numeri se proxime insequentes 2, et 4;,, inter se aequales 
existunt, potestatem Rt": unitati aequalem reiicere licet. 

Reductiones, quibus aequationes differentiales propositae ad formas nor- 
males antecedentlibus assignatas revocanlur, eae sunt quae omnium simplieissimo 
modo effieiuntur. Pro quibus supponere licet @—=0 sive simul de omnibus nu- 
meris Ay, Ann 0... 4, eorum minimum detrahere licet; nam aequationum auxi- 
liarium (10.) nonnisi ultima series ad reductionem adhibebatur. Formae normales 
llis reductionibus simplicissimis erutae tot existunt inter se diversae, quot modis 


numeri 1,2,.... ” in lalem ordinem 4, %,....%, disponi possunt, ut quantitates 
(q, ) (4,) (4,) . . a 
2, . T, ans T, aequalionibus 9 = pp =d,.... 9. U, 
Ha ) ‚(Ga+2) ı (a) KRANB VER" At 
. Kais . Pl BE T,, aequationibus Pa+ı 0, Par. = 0, .... 9, — 0. 
(Wr Ur+2 a SZ Fe | We WE 
T,. ; x, er, aequationibus Y,ı1=0, pa =0, .... 9,0 


Jdeterminentur, siquidem in aequalionibus illis quantilates illae solae pro incogmilis., 
reliquae pro datis habentur. Reductiones ad has formas pauciores poscunt aequa 
tiones auxiliares eliminalionesque ac si proponeretur reductio ad ullam aliam for 
mam normalem, ex. gr. reductio vulgaris ad unicam aequationem differentialem 
inter duas variabiles, quae vel omnium maxime prolixa est. Neque pro aliis 
formis normalibus Determinans, per quod M dividendum est, concinnitate ex 
pressionis (12.) gaudet. 

Antecedenlia ad problema isoperimetrieum propositum applicemus. Aequa 
tionum differentialium (7.) unaquaeque simul omnibus altissimis differentialibus 


(2m, ) (m, +m,) (m, +m,) 
Ti, be) > br) ” . . . n 
affieintur; unde ipsi %, #5, --.. %, designare possunt numeros 1, ),....n 


quocunque modo permnulalos. Fit 
A; = m, — mM;. GP. = mM, IN; % G; nn A; Bummi m; . IN,:; 








. . . (m;tm, . 
unde z quantilates (11.) abeunt in quantitates ). porro fit 
’ #| 
vs in Ze Ö Fi Ze. etÜ 
Ale ” (m, .tm;) on (m, ) 2 (m) 
7 2 "0: 
4 ei I 


Hinc. collectis formulis (9.) et (14.), fluit sequens theorema. 








376 14. 0. @. J. Jacobi, theoria novi multiplicatoris aequat. diff. 


Theorema. 

„Proponautur integrale [Udt Maximum Minimumve reddere, 
expressione U praeler vartabtilem independentem t continente n dependentes 
Li Mn.... 7, una cum earum differentialibus, respective usque ad m,tum, 
m,tum, elc. m,lum ordinem ascendentibus; designantibus z,. %.» -..- £, 
numeros 1.2, .... n quocunque ordine disposilos, inltegrandae erunt 
n «aequaliones differenttales, 


in quebus L,. La, .... L,„ ?psis differentialibus altissimis ad laevam positis 
non affieiuntur; se m, m Zmy....—m,_,— m,, ponilurque 
U (+1) 


ıi+?2 


7 (i+2) (n) 
nn Be Zn Mn... Ans 


‚llarum n aequationum differentialium habetur Multiplicator 


R m N 


m, — m m m m —ım 

p’’. > Ze } D’en—ı rn 
R R, sr 

1 y4 n—1 





Integralibus omnibus praeler unum inventis eorumque ope totidem quanlita- 


(m, tm, ) 


* 


tibus variabilibus eliminaltis si aequaliones x —L, etc. ad aequalionem 
differentialem primi ordinis inter duas variabiles reducuntur, huius quoque Mul- 
tiplicator, euius ope ea solis Quadraluris integrabilis fiat, constabit multiplicando 
valorem praecedentem per quantilatum eliminatarum Determinans, Constantium 
respeclu Arbitrariarum, quibus Integralia aflieiuntur, formatum. 

Berol. d. 26 Julii 1845. 


$. 21. aequat, 39*, lege — A,215 — Am+25 -... — Agm 
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